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RESUMO

Atualmente, a maioria dos softwares apresenta somente a resposta final, escondendo toda a
rotina de calculo. Objetivando ajudar alunos de Engenharia e auxiliar professores em aula,
estdo sendo desenvolvidos alguns programas disponibilizados on-line que auxiliam no estudo
de Calculo Numeérico aplicado a Engenharia Civil. Diferentemente da maioria dos softwares,
estes tém como foco principal contribuir com os estudos, sendo que é possivel gerar um
relatorio PDF explicativo contendo a resolugédo interna realizada pelo programa, uma breve
explicagdo da teoria envolvida e o algoritmo principal do meétodo exposto. Foram
desenvolvidos programas para a resolucdo de sistemas lineares por Fatoracdo LU com
pivoteamento parcial, por Gauss-Jacobi e por Gauss-Seidel, para a interpolacdo e
aproximacao de dados, e também para integracdo e derivacdo numérica. Os programas estao
disponibilizados no proprio site da instituicdo (Instituto Federal de S&o Paulo - Campus
Votuporanga), sendo parte do grupo de pesquisa cadastrado no CNPg: NEV (Nucleo de

Engenharia Virtual).

Palavras-chave:Calculo Numérico. Fatoracdo LU. Gauss- Seidel. Gauss- Jacobi.

Interpolacdo.Aproximacao.IntegracdoNumérica. DerivacdoNumérica.



ABSTRACT

Currently, most softwares shows only the final solution, hiding all routine calculation. Aiming
to help engineering students and assist teachers in the classroom, they are being developed
some online programs that assist in Numerical Calculus study applied to Civil Engineering.
Unlike most, these softwaresare mainly focused on contributing to the studies, so it is possible
to generate an explanatory PDF report containing the internal resolution performed by the
program, a brief explanation of the theory involved, and the main algorithm of the performed
method. Programs have been developed for solving linear systems LU factorization with
partial pivoting for Gauss-Jacobi and Gauss-Seidel, for interpolation and approximation of
data, and also for integration and numerical differentiation. Programs are available on the
Web site of the institution (Instituto Federal de Sdo Paulo - Campus Votuporanga), being part

of the research group registered in the CNPg: NEV (Virtual Engineering Center).

Keywords: Numerical calculation. LU factorization.Gauss-Seidel.Gauss-

Jacobi.Interpolation.Approach. Numericalintegration. NumericalDerivation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Atualmente, com o avango das tecnologias, € possivel utilizar programas de
computador comerciais ou criar softwares de acordo com a necessidade. A maioria dos
softwares apresenta somente os resultados finais. Pode-se citar como exemplo o FTOOL
(2012), programa de andlise estrutural e o TQS (2015), sobre dimensionamento de concreto
armado.

O grupo de pesquisadores que formam o NEV — Nucleo de Engenharia Virtual

(http://vtp.ifsp.edu.br/nev) elabora, entre outros, paginas da internet com programas que, alem

de mostrar os resultados finais, apresentam todo o desenvolvimento dos calculos, a teoria
basica para entendimento do método e também o algoritmo principal utilizado, auxiliando
alunos, profissionais recém-formados e professores que quiserem utilizar os programas no
ensino-aprendizado.

No caso deste relatorio, serdo apresentadas paginas para a resolucdo de sistemas
lineares por Fatoracdo LU com pivoteamento parcial, por Gauss-Jacobi, e por Gauss-Seidel,
para a interpolacdo polinomial, interpolacdo por Lagrange e usando a Formula de Newton,
aproximacao de dados de funcdo polinomial, exponencial e potencial, derivacdo numérica e
integracdo numérica pela Regra dos Trapézios e pela Formula de Simpson, contetdo que
podem ser encontrados em Quadros e Bortoli (2009).

A evolucdo tecnoldgica motivou a utilizacdo da programacdo direta em paginas de

internet, por meio da linguagem HTML/Javascript, que pode ser estudada em W3... (2015).


http://vtp.ifsp.edu.br/nev

CAPITULO 2

APRESENTACAO TEORICA

Na engenharia, sabe-se que os métodos analiticos de resolucdo dos problemas nem
sempre sdo eficazes. Nestes casos,utilizam-se metodos numéricos, que nem sempre Sao
exatos, mas, se usados corretamente, tém suficiente precisdo. Além disso, os métodos

numéricossdo usados na criagcdo dos programas computacionais.

2.1. Sistemas Lineares por Fatoracéo LU

O Método da Fatoracdo LU é um método derivado do Método da Eliminacéo de Gauss
que apresenta a vantagem de que o escalonamento é feito independentemente do vetor dos
termos independentes. Um exemplo pratico desta vantagem pode ser encontrado na
Engenharia Civil. Para calcular os deslocamentos “x” dos nds de uma estrutura, um dos
procedimentos é via Método dos Elementos Finitos, resolvendo um sistema linear da forma
Ax=b, em que “A” ¢ a matriz de rigidez, fixa para a estrutura, e o vetor “b” contém as ac¢des
externas, naturalmente variaveis. Sendo assim, pelo Método da Fatoracdo LU, é possivel
escalonar uma s6 vez a matriz “A” e utiliza-la para quaisquer vetores “b”.

De acordo com Ruggiero (1996), no Método da Fatoracdo LU, para resolver um
sistema linear Ax=b, realiza-se a fatoracdo A=LU, sendo que o sistema fica (LU)x=b. Se
y=UX, resolver o sistema € equivalente a resolver Ly=b e, depois, Ux=y.

LU ¢é um termo que vem do inglés “lower” e “upper”, ja que o método se baseia na
decomposicao da matriz A na forma A = LU, onde “L” ¢ uma matriz triangular inferior (todos
os elementos acima da diagonal sdo nulos) com elementos da diagonal principal iguaisa 1 e

“U” € uma matriz superior (todos os elementos abaixo da diagonal sdo nulos).



Para encontrar “L” e “U”, faz-se o escalonamento da matriz “A”, levando em
consideracdo o pivoteamento parcial, ou seja, fazendo a troca de linhas de forma que o pivo
seja 0 maior valor em mddulo da coluna. Antes de resolver o sistema Ly=b, as mesmas trocas
de linhas realizadas na matriz “A” tém que ser feitas no vetor “b”. A matriz “A” escalonada ¢
a propria matriz “U” e a matriz “L” contém os multiplicadores da matriz “A” escalonada
abaixo da diagonal, também com as devidas trocas de linhas realizadas.

Abaixo segue o esquema da resolucdo de uma matriz 3x3 genérica:

all al2 al3
a21 a2?? a3 —>matriz “A” referente ao sistema Ax=b

a3l a32 a33

Escalonando a matriz “A”, tém-Se:

e Primeira coluna

Coeficientes: my, =

i . r _ '
Linha 2: a'yy = Gy — Mgy * Ay

H . |- _ ) ' — .
Linha 3: @3z = Ogz — Mgy * Q50 g3 = gz — Mgq * dyg

e Segunda coluna

Coeficientes: my, =

Linha 3: a'y; = — Mgy * og

1 0 0 bl

m2l 1 0 b2

m31m32 1 b3
___

—>matriz aumentada referente ao sistema Ly=b

all al2 al3 vyl . .
0 a'22 a'23 y2 - matriz aumentada referente ao sistema Ux:y b

0 0 a'33 y3

Para achar os valores de X, é necessario que se resolva o sistema Ly=b, encontrando

assim os valores de y e, depois, por retro substitui¢cdo, que se resolva o sistema Ux=y.



Vale destacar que, no exemplo genérico anterior, ndo houve troca de linhas (pivoteamento
parcial). Se houver troca de linhas no escalonamento de “A”, a mesma troca deve ser feita no

vetor “b”.

2.2. Sistemas Lineares Via Gauss-Jacobi

Para resolver um sistema linear pelo método de Gauss-Jacobi, é necessario isolar 0 “x”
de todas as equacgOes, de acordo com os elementos da diagonal principal, como mostrado a

sequir:

4 iz tlag

Para sistemas que apresentem zeros nas diagonais principais, pode-se permutar linhas
até que todos os elementos da diagonal sejam ndo-nulos, pois, com elementos nulos nas
diagonais, as divisdes teriam o zero como denominador.

Para prosseguir a resolugdo, é necessario chutar um valor inicial para todos os “x”.
Feito isso, basta ir substituindo os valores nas equacdes e ir encontrando novos valores, que
serdo utilizados na préxima iteracdo.A resolucdo chega ao fim quando as solucdes
convergirem segundo um erro menor que o estabelecido.Para os casos de solugdes nao

convergirem,torna-se necessarioum nimero maximo de iteracoes.

2.3. Sistemas Lineares Via Gauss-Seidel

O Meétodo de Gauss-Seidel tem quase o mesmo esquema de solucdo do Método de
Gauss-Jacobi, sendo que os “x” anteriores dentro da iteracdo ja resolvidos devem ser
utilizados na iteracdo atual, e ndo os da iteracéo anterior.

2.4. Interpolacéo Polinomial

Segundo Quadros e Bortoli (2009), a interpolacédo de (n+1) de pontos do tipo (X, f(X))

leva a um polindmio p(x) de grau menor ou igual a n, na forma da Eqg. 1 a seguir.



p(x)=a,+a,*x+a,=x*+...+a_ =x"

Desta maneira, conforme os autores citados, a obtengdo do polindmio parte de um

sistema de (n+1) equacdes da forma mostrada a seguir:

Pode-se usar qualquer método numérico para resolver o sistema. No programa

referente a este relatério, o sistema é resolvido por Eliminacdo de Gauss.

2.5. Interpolacéo por Lagrange

Por este método, o polindmio interpolador é suposto de uma forma que depende de

outros polindmios, assim como mostrado a seguir:
pn(z) =yoLo(z) + yiLi(z) + -+ + ynLln(z)

No caso, n é o numero de pontos a interpolar menos 1. Os polinbmios* L”, conhecidos

como polindmios de Lagrange, sdo supostos da seguinte forma:

(x—xp)x—x1) ... (¢ —ap_1) (T — Tper) ... (& — Tp)

Li(x) =
k(2 (g —xo)(zp —21) .. . (25 — 2p—1 )(2p — 2p+1) ... (Tp — 2n)

O “xI” e 0 “yi” sdo justamente 0s pontos conhecidos, a partir dos quais se quer achar
um polinémio interpolador.

2.6. Interpolacéo pela Férmula de Newton

Por este método, o polindmio interpolador é suposto da seguinte forma, chamado de
formula de Newton:

Pulx) = do+ dy(x —xp) + da(x —xp)(x—2y) + -+ (x — xp)x —x4) o (0 — 2,4)

No caso, n é o nimero de pontos a interpolar menos 1. Os coeficientes “ dk* sdo
chamados de diferencas divididas, da forma detalhada abaixo:

k=0—d, = f[x,]



k=1->d, = f[x,X]
k=2—>d, = f[X,, X, %]
(..)
k=n—d, = f[X,, X, 4 X]
Essas diferencas divididas, da forma “ f[x,, X, ;,....X,] ” sdo calculadas da seguinte

maneira;

f[xo] = f(xo)
fx.]=f(x,)

FIx 1= FIxd _ )= (%)

X %] =

X = X X — X,
F[x,, %] = f[X;]:::[Xl] _ f(X)z():)]:(xl)
()
(D x, =Tl = D] _ F0) = F(0.)

Xy = X Xy = X

f[x,,x]- f[x,x,] calculados _anteriormente

f[X,, X, %]=
B X, — X, X, — X,
fIx,, %,]1— f[X,, calculados _ anteriormente
(D x]= D% X]_y&[ X1 _ —
3 3
(--)

f[x,,x,.]— f[X,.,x,,] calculados_anteriormente
Xn - anz Xn - Xn—2

f [Xn ! Xn—l’ anz] =

E assim por diante.

2.7. Integracéo pela Regra dos Trapézios

A integral de uma funcédo “ f ” no intervalo [a,b] pode ser aproximada pela area de um
trapézio, conforme a figura a seguir:



Figura: Area sob f(x) aproximada por um trapézio. Fonte: Quadros e Bortoli (2009).

Considerando o célculo da area do trapézio mostrado na figura anterior, pode-se
calcular a integral aproximada como:

h—a

b
[ 1@ e~ (@) + £0) =5

A fungdo f(x) e suas derivadas a primeira e a segunda, devem ser continuas no
intervalo [a,b] para que este processo seja valido.

Quanto mais se dividir a drea em “n” trapézios de alturas iguais, mais preciso sera o
valor da integral. Ao fim deve se somar todas as areas, 0 que pode ser simplificado pela

equacdo a seguir:

-'E'Uf h] - EE f'l\"f[}ll + 2 ':\f':\il] + e f':.\l\n—l_]_] -+ f':\-f?ﬂ

Em que:

n é o niumero de intervalos que se quer usar
h = (b-a)/n

f(x0) = f(a)

f(xn) = f(b)

Xj = Xi1 + h

Se afuncdo estiver na forma de uma tabela de valores Xx,f(x), podem-se usar
exatamente esses intervalos para aplicar a regra dos trapézios, ndo sendo necessario encontrar
uma funcdo aproximada. E preciso calcular a integral para cada intervalo, caso esses seja
diferentes, e somar as integrais no final.

2.8. Integracéo pela Férmula de Simpson

A integracdo pela Férmula de Simpson utiliza-se de um polindmio de grau 2 que
aproxima a funcdo original f(x), segundo Ruggiero (2006), por interpolacdo polinomial de
grau 2 com funcBes de Lagrange. Depois de simplificacbes a integral é dada pela férmula
abaixo:



[P0 dx = 3 lxg) + 40x,) + f(xy)
0

Quanto maior o numero de intervalos maior sera a precisdo da integral, Quadros e
Bortoli (2009) apresentam o calculo aproximado da integral de f(x), com ‘“2n” intervalos
constantes de amplitude “h” como:

{f(x0)+4[f (%) + F (%) + F(X) oot T (X y)] }

S(f h)—E
1) = +2[f(Xz)+ fO)+ F(Xg)+..+ f(in—Z)]+ f(x,,)

3

Portanto, se quisermos integrar uma funcdo f(x) de a até b, usando intervalos
constantes de amplitude “h”:

2n é o numero de intervalos que se quer usar (quanto mais, melhor)
h = (b-a)/2n

f(xo) = f(a)

f(xon) = f(b)

Xi =Xj1+h (i=1 a 2n)

Obviamente e segundo Ruggiero (1996), “n” tem que ser par, ou seja, 0 nimero de
intervalos tem que ser par ou o nimero de pontos “np” tem que se impar, uma vez que
np=2n+1.

E possivel o célculo a partir de uma tabela de valores com intervalos diferentes, mas, a
cada 3 pontos, os intervalos tém que obrigatoriamente ser iguais. Ruggiero (1996) mostra a
expressdo genérica para o calculo de cada intervalo com 3 pontos:

h
j“ f(x) dx = 3 [fxy, o) + 4y ) + fxy))
2k-2
2.9. Derivacdo Numérica

A derivadaem um ponto X, de uma funcdo y=f(x) representa a taxa de variacdo
instantanea de y em relacdo a x neste ponto X, e pode ser denotada como f°(xg). Graficamente,
a derivada € interpretada como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f(x) em um
ponto Xo.



y=f(x0) + f'(xo)(xlxo)

*0

Figura: Funcao f(x) e reta tangente a ela. Fonte:
http://www.if.ufrj.br/~tkodama/Fisica_l/expansaotaylor.pdf.

Chamando (x-Xo) de “h”, ou seja, uma variagdo em torno de x, sdo obtidas 3
possibilidades para o calculo numérico aproximado do valor da derivada da funcdo num ponto
Xi (chamado Método das Diferencas Finitas):

fz_r _ fz'+l - .ff

' I > DIFERENCA ASCENDENTE ou avancada (12 ORDEM)
)ﬂ _ fz' _.fz'—l

o I > DIFERENCA DESCENDENTE ou atrasada (128 ORDEM)
f—r _ fic1 = fiz1

. 2h - DIFERENCA CENTRAL ou centrada (22 ORDEM - MAIS EXATA)

Segundo Quadros e Bortoli (2009), para as diferencas ascendente e descendente, o erro
é da ordem de h. Para a diferenca central, o erro é da ordem de h?.

Sendo assim, o que se faz ¢, dada uma funcao f(x) e a necessidade de encontrar f’(x)
num ponto X, criar uma tabela com 3 pontos, sendo o ponto central igual (x,f(x)), o ponto a
esquerda igual a (x-h,f(x-h)) e o ponto a esquerda igual a (x+h,f(x+h)), escolhendo um h
pequeno, e aplicar as funcdes anteriores.

A partir das diferencas centrais, Quadros e Bortoli (2009) apresentam a expressao
numérica para o calculo da derivada a segunda:

P2 _ Jiv1 =2 Ji + Jiza

3 h2

2.10.  Aproximacao Polinomial

Ao contréario da interpolacdo, na qual todos os pontos tém que estar sobre a funcédo
interpoladora, ha casos em que se precisa aproximar os dados por meio de uma funcdo mais
simples, mesmo que os dados ndo facam parte da funcéo agora aproximadora.

As fungOes aproximadoras permitem extrapolar dados, ou seja, encontrar dados que
aconteceriam caso a fungdo seguisse uma tendéncia. A extrapolacdo tenta estimar os valores
fora do dominio de pontos conhecidos, a partir da fun¢do aproximadora.



Pode-se usar uma funcéo de ajuste do tipo polinomial:

g(x) = ag+ a;x +a,x* + -+ a,x"

Na funcdo g(x), as funcbes ¢i(x) devem ser preestabelecidas, de acordo com a
aproximacao que se quer chegar.
Chamando M a funcédo dos erros minimos quadrados, podemos escrever:

_U{a[]..al.....am]ZZI UI—Z flzi) — g(x; ]

=)

O Método dos Minimos Quadrados devera determinar os valores dos coeficientes a.
Neste caso, (n+1) € o nimero de pontos conhecidos, a partir dos quais se encontrara a fungéo
de ajuste:

(F ()= g 0x )" +(f (x)=g (0 )) +..+(F (%,)-g(x, )]
() 2 + 306 )P (£ () (8 + 83 )F - (F(x,)~ 3y + 8%, )

M
M

Aplicando a derivada parcial da funcdo M em relacdo de cada coeficiente “ ai ” e
fazendo ajustes, obtém-se um sistema de equacdes lineares:

ao(n+1)+alzn:xi =Zn: f(x)
aozn:xi +alzn:xi2 =Zn:f(xi)xi

Podendo ser escrito na forma:

0+ Y {aﬂ‘ > 10%)

n n n
2
in in z f ()X,
0 0 0
Resolvendo o sistema e achando todos valores de , € SO substituir e encontrar o

polinémio.

2.11.  Aproximacao Exponencial

A aproximacao de dados por fungdes especiais como as exponenciais é feita a partir de
uma linearizacdo dos dados e depois, a partir dessa reta, aplicam-se processos de ajuste linear
para encontrar a funcao linear e sua consequente funcéo especial.

Utilizando um conjunto de dados (x,y), sendo os valores de y maiores ou diferentes de
zero, de uma funcdo exponencial:

y = a*e™
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Para linearizar este tipo de funcdo, o que se faz é aplicar o logaritmo em ambos os
lados:

In(y) = In(a*e™) = In(a)+In(e™) = In(a)+bx

Se fizermos uma mudanca de variaveis como abaixo, chegamos uma funcdo z que é
linear:

z=1n(y)
ao = In(a)
a; = b

Z=ap+ aiX

Assim, calculam-se os pontos (z,x) e se faz um ajuste linear para encontrar ap € a;.
Lembrando que, no caso, 0 MMQ linear é aplicado da seguinte maneira:

(n+1) ixi a, izi

Achando os valores de “ a0 ” e “ al ”, basta fazer " e®® " e entfo substituir na equacio
inicial.

2.12.  Aproximacéao Potencial

A aproximacdo de dados por fungdes especiais como as potenciaisé feita a partir de uma
linearizacdo dos dados e depois, a partir dessa reta, aplicam-se processos de ajuste linear para
encontrar a funcdo linear e sua consequente funcao especial.

Utilizando um conjunto de dados (x,y), sendo os valores de “x” e“y” maiores ou
diferentes de zero, de uma funcéo potencial:

y = a*x”

Para linearizar este tipo de funcdo, o que se faz é aplicar o logaritmo em ambos os
lados:

In(y) = In(@*x®) = In(@)+In(x") = In(a)+bIn(x)

Se fizermos uma mudanca de variaveis como abaixo, chegamos uma funcéo z que é
linear:

z = In(y)

k =In(x)

a0 =In(a)
al=>b

11



z=a0+alk

Assim, calculam-se os pontos (z,k) e se faz um ajuste linear para encontrar ap € a;.
Lembrando que, no caso, 0 MMQ linear é aplicado da seguinte maneira:

(n+1) Zn:ki a Zn:zi
iki Zn:kz L\j_ izi*ki

Achando os valores de “ a0 ” e “al », basta fazer " 2% " e " £ " e entfo substituir na
equacdo inicial.

2.13.  Método de Euler para Solucédo de PVI’s De Ordem 1

Considere o seguinte esquema para a resolucdo de Problema de valor inicial (PVI) de ordem 1:
[v'=f(xy)
(PVI) <

|x MXg =Yy

Conforme Ruggiero (1996), o Método de Euler baseia-se em expansées em series de
Taylor de 12 ordem (menos precisas). O que se faz € calcular o valor da funcdo em um
intervalo de pontos, que satisfazem a Equacao diferencial ordinaria(EDO) e ao PVI.

Se considerarmos um intervalo pequeno Xi+1-xi e lembrando que f(x)=f(x,y):
y(xi+1) = y(xi)+h.f(xi,y(xi)) (Taylor de 1* ordem: desconsiderados f” pra frente)

Em outra notagéo:
YVipp =¥ TAf(x; v )s i= 0, ,n-1

Assim, o método de Euler ¢ uma sucessdao de “n” intervalos de x e, quanto menor o
intervalo h, melhor ¢é a aproximacgédo. Assim, note que, quanto menor o intervalo, mais pontos
de f(x) vocé tera e esses pontos terdo melhor aproximacdo em relacdo ao valor analitico. O
namero de intervalos sera dado por:
n=(xxn-x0)/h

2.14. Meétodo de Runge-Kutta de 22 ordem para o calculo de
PVI’S de ordem 1’

Podem ser deduzidas férmulas de Euler usando as expansdes de Taylor de 22 ordem, 32
e assim por diante. Porém, tais férmulas necessitam do célculo das derivadas sucessivas de
f(xi,yi). Buscando evitar isso, surgem as férmulas de Runge-Kutta. No caso de Runge-Kutta
de 22 ordem, depois dos tratamentos matematicos, o PVI geral fica:
Sy ek :j‘r’xj- +h,y; +hky), i=01,..,n-1

o

h \
Viel = Vi +E(k1 +k2) ’ k} = f(x

12



2.15. Meétodo das diferencas finitas para a resolucao de PVC’S
de Ordem 2

Um Problema de valor de contorno (PVC) de ordem 2 generalizado pelo seguinte:

W'+ Px )W+ x )v=f(x)
§ , ,

]‘ VXg )=V VXg )=y
Conforme Ruggiero (1996), a idéia basica do Método das Diferencas Finitas é
transformar o problema de resolver uma equacdo diferencial num problema de resolver um
sistema de equacdes algébricas, usando para isto aproximacdes das derivadas que aparecem
na equacao, por diferencas finitas.
Entdo, o problema passa a ser a resolucdo do seguinte sistema linear (de 1 a n-1
porque Yo € Y, séo conhecidos):

Y +HPO) Y +Q() ™y, = f(X)

Y, HP(%) * YL, +Q(X,) * Y, = F(X,)

()

y”n—l+P(Xn—l) * y"n—l+Q(Xn—l) Yoy = f (Xn—l)

O sistema € possivel de ser resolvido porque podemos aproximar as derivadas de y
conhecendo-se y em alguns pontos. Relembrando, as aproximacdes mais usadas para a
primeira e segunda derivadas em x; sdo obtidas a partir da diferenca central, relembrando o
item 10.1 e na notacdo de Ruggiero (1996):

Yaua = Yi

yl(xl) % J+l2h -1
%) = Yie1 — 2¥; + ¥iy

y 1 hz

Para cada linha:

y”1: (yz _2y1 + yo)/h2 = yo/h2 _2y1/h2 + )/Z/h2

y”2: (ys _2y2 + yl)/h2 = y1/h2 _2y2/h2 + y3/h2

()

y”n—1: (yn _2yn—1 + yn—z)/h2 = yn—Z/h2 _2yn—1/h2 + yn /h2

y,=(y,—Y,)/2h=—y,/2h+y,/2h
ylzz(ys —yl)/2h=—y1/2h+ y3/2h

()
y'n—lz (yn - yn—z)/2h = _yn_2 /2h + yn /2h

13



Para a primeira linha:

Yo /h* =2y, /h*+y,/h* + P(x)*(-y,/2h+y,/2h) + Q(x) *y, = f(x)
Ou:

Yo/ h* =P(x)* (Yo /2h) =2y, /1" + Q(x) * ¥, + ¥, /h* + P(x) * (y,/2h) = f(x)
Ou:

Yo[L/h* = P(x)/2h]+ y,[-2/0* + Q(x)]+ Y,[1/h* + P(x,) / 2h] = f ()

Como Yy é conhecido:

Yi[=2/0* +Q(x)]+ Y, [1/h* + P(x)/2h] = £ (x) - y,[1/h* — P(x)/2h]

Para a linha 2:

y,/h* =2y, /h* +y,/h* + P(x,)* (=Y, /2h+y,/ 2h) + Q(x,) * Y, = T(X,)
Ou:

Yo/ 0? = POG)* (¥, /20) = 2y, 117 +Q(x,)* ¥, + Y, /1 + P() * (v, /2h) =  (x,)
Ou:

y,[1/h? —P(x,)/ 2h] + y,[-2/h* + Q(x,)]+ Y.[1/h* + P(x,)/ 2h] = f (x,)

Semelhantemente, para a linha n-2:
yn—3[1/ h2 - P(Xn—z)/Zh] + yn—2[_2/ h2 + Q(Xn—z)] + yn—l[1/ h2 + P(Xn—z)/Zh] = f (Xn—Z)
Semelhantemente, para a linha n-1:

Yoo[1/h* =P(x.)/2h]+ Y, [-2/h* + Q(x, )]+ V,[L/h* + P(x,,) /2h] = f(X,,)
Como Yy, é conhecido:

Yoo [/ =P(x )/ 20] +y, . [-2/0h° + Q(x )] = f(X,.) - ¥, [1/h* + P(x,,)/ 2h]

Sendo assim, o problema se resume a resolver o seguinte sistema linear:

d ¢ 0 0 0 07[v][ f()-yR/h-P(x)/2n] |

a, d, ¢, 0 0 O Y, f(x,)

0 a, d, ¢, 0 O Ys | f(x,)

0 0 S N o N

0 0 0 a, d, c,||VY., f(x_,)

0 0 0 0 a, d. | Y] [f(XL)-y.[1/h*+P(x,)/2h]]
Em que:

d =-2/h*+Q(x) 1<i<(n-1)

c. =1/h*+P(x_)/2h 1<i<(n-2)

a =1/h*-P(x,,)/2h 2<i<(n-1)

14



CAPITULO 3

RESULTADOS

Na pagina do NEV na internet ja se encontram os programas publicados. O acesso é
em http://vtp.ifsp.edu.br/nev/, como apresentado na Fig. 1 a seguir. Escolhido qual programa

acessar, é preciso clicar no link para que abra a interface do programa:

15


http://vtp.ifsp.edu.br/nev/

. - INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA

. - SAD PAULD
Campus Vetuparanga

NEV - NUCLEO DE ENGENHARIA VIRTUAL - DESDE 17/06/2015

GRUPO CAPES: NEVE - NUCLEO DE ENGENHARIA VIRTUAL E EXPERIMENTAL (IFSP CAMPUS VOTUPORANGA)
Esta pagina tem o objetivo de publicar os resultados de pesquisas da area de Edifica¢oes do IFSP
campus Votuporanga, com foco em trabalhos de cunho virtual, como softwares, videos, maquetes virtuais, etc.
Contato - prof. Gustavo Cabrelli Nirschl: nirschl@gmail.com

Area: Célculo Numérico

ﬂ Titulo e link Data Autor Orientador Tipo Curso
s : : Inicia¢do Cientifica
FUNCAO - TAYLOR 202016 Dominical Parra Cabrelli Nirschl o Bqlsa Engenharia Civil
Institucional
i % ; Iniciagdo Cientifica
INTEGRACAO DE FUNCAO - Isabela Cassia Prof. Gustavo i
FORMULA DE SIMPSON 2171072016 || Bovinical Parra || Cabrelli Nirschl et Beluh Fgentistia il
Institucional
INTEGRACAO POR MEIO DA 5 - X Iniciagdo Cientifica
TABELA DE PONTOS - 08/09/2016 || Lsabela Cassia Prof. Gustave com Bolsa Engenharia Civil
FORMULA DE SIMPSON e e Institucional

Iniciagdo Cientifica

INTEGRACAO POR MEIO DA . ;
TABELA DE PONTOS- 08/09/2016 ——————f“be‘“ca 7= Prof_Custavo com Bolsa Engenharia Civil
REGRA DOS TRAPEZIOS B Institucional

Iniciagdo Cientifica
com Bolsa Engenharia Civil
Institucional

INTEGRACAO DE FUNCAO - 08/09/2016 Isabela Cassia Prof. Gustavo
REGRA DOS TRAPEZIOS = Dominical Parra Cabrelli Nirschl

INTERPOLACAO Inicia¢do Cientifica
POLINOMIAL POR FORMA 08/09/2016

Dominical Parra Cabrelli Nirschl com Bqlsa Engenharia Givil
DE NEWTON e e Institucional
INTERPOLACAQ : Iniciag@o Cientifica
POLINOMIAL POR 04/08/2016 | LsabelnCassia mlu com Bolsa Engenharia Civil
LAGRANGE P e e Institucional
% ; Inicia¢do Cientifica
INTERPOLACAO Isabela Cassia Prof. Gustavo 4 s
POLINOMIAL 04/08/2016 Dominical Parra Cabrelli Nirschl com Bqlsa Engenharia Civil
e e e Institucional
SISTEMAS LINEARES PELO Isabela Cassia Prof. Gustavo At pal Cleckificy .
m 28/04/2016 || s rarnes e Rt com Bolsa Engenharia Civil
S g Cabrell Sl Institucional
SISTEMAS LINEARES PELO || pe/0,o0 o || Isabela Cassia Prof. Gustavo b P
METODO DE GAUSS-JACOBI “ Dominical Parra Cabrelli Nirschl 2 genharia LAvE
Institucional
: 3 Iniciagdo Cientifica
w 17/04/2016 M m com Bolsa Engenharia Civil
EATORACAO LU Dominical Parra Cabrelli Nirschl PE
Institucional

Figura 1: Links de acesso para 0s programas, na pagina do NEV.
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3.1 Sistemas Lineares por Fatoracdo LU

A pégina para Sistemas Lineares por Fatoracdo LU apresenta-se como a Fig. 2 a
sequir.

» '." INSTITUTO FEDERAL DE
J.- l " EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
e SAD PAULO
VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV
Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
i . % 5 > Iniciagao Cientifica
SISTEMAS LINEARES POR 5 Isabela Cassia Prof. Gustavo Cabrelli o "
FATORACAO LU 17I08R016: || oy itea) Parea Nirschl f:;:g:jﬂal Eagenhana Civil

SISTEMA LINEAR POR FATORAGAO LU

Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz

2 - dy + Tz = 3 LA W% 1B
9z - 3 = 3 Equivalea 9 0 -3 : 3
r - 8 + 5z = -4 .
4 -8 5 ! -4
Ordem do sistema (n): 2 | GERAR |ou [ Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado i EERH ***%2* i’E;(ENiPLO de'”lr'X"I;'i

Figura 2: Pagina para Sistemas Lineares por Fatoracdo LU.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opg¢des: ou gerar o sistema na propria pagina, a
partir da ordem digitada (botdo “GERAR”), e digitar os valores (Fig. 3 a seguir) de cada
elemento ou criar um arquivo TXT, seguindo o padrdo apresentado ao se clicar no botéo
“EXEMPLO de TXT” (Fig. 4 a sequir).

Ordem do sistema (n): |3 GERAR

OU | Escolher arguivo | Menhum arquivo selecionado | LER IE""“"’“"“"5"| EXEMPLO de TXT

Obs: Matriz COMPLETA (a ultima coluna contém os termos ind

E 2 e
[ K |2
L E E

CALCULAR

Figura 3: Exemplo de sistema gerado com ordem 3, cujos valores tém que ser digitados
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E 3x3.txt - Bloco de notas

Arquive  Editar  Formatar

rrr
B w
w2
(S 0% 35 =4
w k=

Figura 4:Exemplo de arquivo TXT que pode ser lido pela pagina.

Depois de ler ou digitar o sistema, clica-se no botao “CALCULAR” (veja Fig. 3

anterior), aparecendo 0s sistemas triangulares equivalentes e a solucéo final. A Fig. 5 a seguir

apresenta um exemplo para um sistema de ordem 3.

L*=p*b

| o o |
o I I [——
l0.75 & I [
Ukx=y

B E IE [
0 0.2 [ IS
0 o [E s 1
x1 =-3.0000

x2 =5.0000

x3 =0.0000

Figura 5: Exemplo da resolucdo de um sistema de ordem 3.
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Por fim, como principal caracteristica da pagina criada, pode-se gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio” ao fim da pagina, conforme a Fig. 5 anterior. O relatério
é em PDF e contém a resolucdo detalhada. A figura a seguir (Fig. 6) mostra o relatorio para a
matriz exemplificada na Fig. 3.
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' NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Sistemas Lineares por Fatoragao LU
INSTITUTO FEDERAL DE Dt 1 7/04/201 o
| 4 Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
...E??C,A,c:o' CIENCIAETECHOLOGIA Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
‘ Tipo: Iniciagao Cientifica
Curso: Engenharia Civil

A matriz segue o modelo abaixo

all al2 aln bl
a2l a22 = a2n b2

anl an2 ann bn

Ordem da Matriz =3

Matriz Completa:

3.000 2.000 4.000 1.000
1.000 1.000 2.000 2.000
4.000 3.000 2.000 3.000

A ordem inicial das linhas (vetor p) é:
1

2
3
A matriz L inicial é a matriz identidade:
1.000 0.000 0.000
0.000 1.000 0.000
0.000 0.000 1.000

Para resolugao do sistema linear pelo método da fatoragao LU o escalonamento é feito
independentemente do vetor dos termos independentes. Este método fatora o sistema linear Ax=B em
Ly=B e em Ux=y.A matriz A (matriz dos coeficientes) ira se decompor em A=L*U. Onde:

- L é uma matriz triangular inferior em que todos os elementos acima da diagonal séo nulos, os
elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os elementos abaixo da diagonal principal sédo os
valores dos multiplicadores (m), resultante do escalonamento da matriz A.

- U é a matriz triangular superior que resultou do escalonamento com pivoteamento parcial da matriz
A.

Abaixo segue a resolugao:

O Pivo é:
4.000

A nova ordem das linhas seréa (vetor p atualizado):
3

2
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A matriz"A" com a troca de linhas fica:

4.000 3.000 2.000
1.000 1.000 2.000
3.000 2.000 4.000
A matriz L com a troca de linhas abaixo da diagonal fica:
1.000 0.000 0.000
0.000 1.000 0.000
0.000 0.000 1.000

m[2,1]=a'[2,1/a1,1]=1.0000/4.0000=0.2500

a'[2,11=a[2,1-m[2,1]*a’[1,1]=1.0000-(0.2500)*(4.0000)=0.0000
a'[2,2]=a[2,2]-m[2,1]*a[1,2]=1.0000-(0.2500)*(3.0000)=0.2500
a'[2,3]=a[2,3]-m[2,1]*a[1,3]=2.0000-(0.2500)*(2.0000)=1.5000

m[3,1]=a[3,1]/a[1,1]=3.0000/4.0000=0.7500

a'[3,11=a[3,1]-m[3,1]*a’[1,1]=3.0000-(0.7500)*(4.0000)=0.0000
a'[3,2]=a[3,2]-m[3,1]*a[1,2]=2.0000-(0.7500)*(3.0000)=-0.2500
a'[3,3]=a[3,3]-m[3,1]*a[1,3]=4.0000-(0.7500)*(2.0000)=2.5000

A matriz "A" escalonada até aqui fica:

4.000 3.000 2.000

0.000 0.2500 1.500

0.000 -0.2500 2.500
A matriz L atualizada fica:

1.000 0.000 0.000
0.2500 1.000 0.000
0.7500 0.000 1.000

O Pivo é:
0.2500

A nova ordem das linhas seréa (vetor p atualizado):

3

2

1

A matriz "A" com a troca de linhas fica:

4.000 3.000 2.000
0.000 0.2500 1.500
0.000 -0.2500 2.500

A matriz L com a troca de linhas abaixo da diagonal fica:
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1.000 0.000 0.000
0.2500 1.000 0.000
0.7500 0.000 1.000

m[3,2]=a'[3,2)/a'[2,2]=-0.2500/0.2500=-1.0000
a'[3,11=a[3,1]-m[3,2]*a’[2,1]=0.000-(-1.0000)*(0.000)=0.000
a'[3,2]=a[3,2]-m[3,2]*a’[2,2]=0.000-(-1.0000)*(0.000)=0.000
a'[3,3]=a[3,3]-m[3,2]*a[2,3]=2.5000-(-1.0000)*(1.5000)=4.0000

A matriz "A" escalonada até aqui fica:

4.000 3.000 2.000
0.000 0.2500 1.500
0.000 0.000 4.000

A matriz L atualizada fica:

1.000 0.000 0.000
0.2500 1.000 0.000
0.7500 -1.000 1.000

0 vetor b com a troca de linhas determinada pelo vetor p fica:
3.000

2.000
1.000

1.000 0.000 0.000 3.000
0.2500 1.000 0.000 2.000
0.7500 -1.000 1.000 1.000

Com o triangulo inferior formado pode se encontrar os valores de y:
soma=0

y1=(b[1]-(soma))/L[11]=(3.0000-(0.0000))/1.0000=3.0000

soma=0

soma=soma-+L[2,1]*y[1]=0.0000+(0.2500*3.0000)=0.7500
y2=(b[2]-(soma))/L[22]=(2.0000-(0.7500))/1.0000=1.2500

soma=0

soma=soma-+L[3,1]*y[1]=0.0000+(0.7500*3.0000)=2.2500
soma=soma-+L[3,2]*y[2]=2.2500+(-1.0000*1.2500)=1.0000
y3=(b[3]-(soma))/L[33]=(1.0000-(1.0000))/1.0000=0.0000

Queresultaemy =:
3.000

1.250
0.000

Entao, o sistema triangular inferior a resolver (L*y=b com as linhas trocadas) fica:
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E o sistema triangular superior a resolver (U*x=y com as linhas trocadas) fica:

4.000 3.000 2.000 3.000
0.000 0.2500 1.500 1.250
0.000 0.000 4.000 0.000

Com o triangulo superior formado pode se encontrar os valores de x:

x3=(y[3]/a[33])=0.0000/4.0000=0.0000

soma=0
soma=soma-+a[2,3]*x[3]=0.0000+(1.5000*0.0000)=0.0000
x2=(y[2]-(soma))/a'[22]=(1.2500-(0.0000))/0.2500=5.0000
soma=0
soma=soma-+al[1,2]*x[2]=0.0000+(3.0000*5.0000)=15.0000
soma=soma-+al[1,3]*x[3]=15.0000+(2.0000*0.0000)=15.0000
x1=(y[1]-(soma))/a’[11]=(3.0000-(15.0000))/4.0000=-3.0000

Resultando na solugao final do sistema, x = :
-3.000

5.000
0.000

A seguir apresenta o algoritmo principal para a resolugao de sistema linear pelo método de faltoragao
LU com Pivoteamento Parcial:

Dado n, Aln,n] e b[n,1]

1:Parai=1 até i=n faga

2:plil=i

3:Fim do lago

4:Para k=1 até k=n-1 faga //para cada coluna
5. pv=lalkk]| //pv é o pivd

6: r=k//r éon°dalinha que esta o pivd

7. Parai=k+1 até i=n faga //para cada linha

8: Se |ali,k]|>pv entdo //encontra o maior pivé em modulo
9: pv=|a[i,kl|

10: r=i

11: Fim do condicional

12:  Fimdo lago

13: Se pv=0 entao

14: "Todos os pivos sao nulos." PARE.
15: Ser for diferente de k, faga

16. Troque alinhakcomalinhar

17:  atemp=p(k)

18 p(K)=p(r)

19: p(r)=aux

20: Parac=1 até c=n faga //coluna 1 a n+1
21: atemp=alk,c]; //variavel temporaria
22: alk,cl=alr,cl;

23: a[r,c]=atemp;

24:  Fimdo Lago
25: Fim do condicional
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26: Para i=k+1 até i=n faga //para cada linha, menos a anterior (que tem o pivd)
27:  mlik]=al[i,kl/a[kk]
28:  ali,k]=mli,k]

29: Para j=k+1 até j=n faga //para cada coluna, a partir da k
30: ali,jl=alijl-ml[i,kI*a[k,j]
31: Fim do lago

32: Fimdolago

33:Fim do lago

34.c=Pb

35:Para i=1 até i=n faga

36: r=p(i)

37: clil=blr]

38:Fim do lago

39.Ly=c

40:Para i=1 até i=n faga
41:soma=0

42: Paraj=1 até j=i-1 faga
43. soma=soma+alij*x[j]
44: Fimdo lago
45:yli]=c[i]-soma

46:Ux=y

47:Parai=n até i=1 faga
48:soma=0

49: Paraj=i+1 até j=n faca
50: soma=soma+ali,j]*x[j]
51: Fimdo lago
52:x[i]=(yli]-soma)/ali,i]
53:Fim do lago
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Figura 6: Relatorio em PDF gerado com o exemplo dos dados da Fig. 5.
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3.2 Sistemas Lineares Via Gauss-Jacobi

A pagina para Sistemas Lineares por Gauss-Jacobi apresenta-se como a Fig. 7 a

sequir.

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
s

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso

Iniciacdo Cientifica
com Bolsa Engenharia Civil
Institucional

SISTEMAS LINEARES PELO
METODO DE JACOBI

Isabela Cassia Prof. Gustavo Cabrelli
Dominical Parra Nirschl

28/04/2016

SISTEMA LINEAR - METODO DE JACOBI

Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz

2z - 4y + Tz
9z - 3z
dz - 8 + 352

Ordem do sistema (n): |4

3 2 -4 T & %
3

Equivalea 9 0 -3 @ 3
-4 >
4 =8 5 : -4

ﬂéE’RAR’\ ou (ésic'olh;raTqavof\ Nenhum arquivo selecionado \7LER‘7 i \”E)’(E’MF;L()iderTXT‘

Figura 7: Pagina para Sistemas Lineares por Gauss- Jacobi.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opg¢des: ou gerar o sistema na propria pagina, a
partir da ordem digitada (botdo “GERAR”), e digitar os valores (Fig. 8 a seguir) de cada
elemento ou criar um arquivo TXT, seguindo o padrdo apresentado ao se clicar no botédo
“EXEMPLO de TXT” (Fig. 9 a sequir).

Ordem do sistema (n): 3

GERAR |OU‘ Escolher arquivo |Nenhum arquivo selecionado | LER | **%%*% | EXEMPLO de TXT

Obs: Matriz COMPLETA (a ultima coluna contém os termos independentes. os valores apds a igualdade).
10 2

|
1 : |
2 : 10 [

Numero maximo de iteragdes: |50

Erro relativo alvo (%a)- (0.1
Solugéo micial (chute):

0 C C |

CALCULAR

Figura 8: Exemplo de sistema gerado com ordem 3, cujos valores tém que ser digitados.
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|

Arquive  Editar
Ll1e]2]|1|7
Ll1]|5]1]-8
L|2]3]1e]8|

Figura 9: Exemplo de arquivo TXT que pode ser lido pela pagina.

Depois de ler ou digitar o sistema, clica-se no botdo “CALCULAR” (veja Fig.
8anterior), aparecendo uma tabela com os resultados de cada iteracdo. A Fig. 10 a seguir
apresenta um exemplo para um sistema de ordem 3.

Numero maximo de iteragdes: 50

Erro relativo alve (%): (0.1

Solucéo inicial (chute

g o o |

CALCULAR

[TERACAO|[x] = =3 |ERROREL. (%)
T 15 los 0

B [oss 186 [[0-9400000000000001|[27 083333333333336
3 [no7s 98 o6 |18404007975460139
1 [0.9994 -1.9888000000000001][0 9984 2 141284770862515

5 [ismim oo b  HSIHSEIEEE

Gerar Relatdrio

Figura 10: Exemplo da resolucdo por Gauss-Jacobi de um sistema de ordem 3.

Por fim, como principal caracteristica da pagina criada, pode-se gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio” ao fim da pagina, conforme a Fig. 10 anterior. O relatorio

é em PDF e contém a resolucédo detalhada. A figura a seguir (Fig. 11) mostra o relatério para a
matriz exemplificada na Fig. 8.
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AN N
AULD

A matriz segue o modelo abaixo

all al2 aln bl
a2l a22 &5 a2n b2
anl an2 ann bn

Ordem da Matriz =3

Matriz Completa:

10.00 2.000 1.000 7.000
1.000 5.000 1.000 -8.000
2.000 3.000 10.00 6.000

O numero maximo de iteragoes é: 50
O erro relativo alvo é: 0.1

A solugao inicial, que é um valor estimado, é:

0.000 0.000 0.000

Para resolugao do sistema linear pelo método de Gauss-Jacobi, é necessério isolar o vetor x, de
acordo com o exemplo abaixo:

b 1
S ey e kg X1 ="t ———(Q12 ¥ Xz + g * X)
Ay1 ¥ X3 T @1z ¥ X3 Qn *Xp = Dy ay; @y
- b 1
Az * X1 + Ay % Xg + o * Xy = by —p Xy =2 —— (g * X1+ Qo * Xy)
Qazz Qzz
Api * X1+ App * Xy + Ay ¥ X, = b _bn 1
n1 " AL n2 " A2 nn * Xn n o= o _a(am Xy + ot Qg * Xp_1)

Para prosseguir a resolugao, é necessario escolher um valor inicial para todos os "x".

Basta substituir os valores iniciais de "x" nas equagdes e encontrar as solugoes das iteragoes.

Deve-se continuar subtituindo os valores encontrados até que haja uma convergéncia, ou seja, até que
se encontre um erro menor do que o Erro Relativo alvo.

Para o caso de a solugao demorar para convergir ou nao convergir, determina-se um ndmero maximo
de iteragoes.

Obs.: Este método ndo permite matriz que tenha zeros na diagonal principal.

Abaixo segue a resolugao:
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soma=0
soma=soma-+al1,2]*x2[0]=0.0000+(2.0000*0.0000)=0.0000
soma=soma-+a[1,3]*x3[0]=0.0000+(1.0000*0.0000)=0.0000
x1[1]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(0.0000)=0.7000
soma=0
soma=soma-+al[2,1]*x1[0]=0.0000+(1.0000*0.0000)=0.0000
soma=soma-+al[2,3]*x3[0]=0.0000+(1.0000*0.0000)=0.0000
x2[1]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.0000)=-1.6000
soma=0
soma=soma-+al[3,1]*x1[0]=0.0000+(2.0000*0.0000)=0.0000
soma=soma-+al3,2]*x2[0]=0.0000+(3.0000*0.0000)=0.0000
x3[1]=(b[3]/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(0.0000)=0.6000
Erro relativo maximo:Er[1]=|x1[1]-x1[0]|/Ix1[1]*100=(]0.7000-(0.0000)|/|0.7000[)*100=100.0000

soma=0
soma=soma-+al[1,2]*x2[1]=0.0000+(2.0000*-1.6000)=-0.3200
soma=soma-+al1,3]*x3[1]=-0.3200+(1.0000*0.6000)=-0.2600
x1[2]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.2600)=0.9600
soma=0
soma=soma-+al[2,1]*x1[1]=0.0000+(1.0000*0.7000)=0.1400
soma=soma-+a[2,3]*x3[1]=0.1400+(1.0000*0.6000)=0.2600
x2[2]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.2600)=-1.8600
soma=0
soma=soma-+a[3,1]*x1[1]=0.0000+(2.0000*0.7000)=0.1400
soma=soma-+al3,2]*x2[1]=0.1400+(3.0000*-1.6000)=-0.3400
x3[2]=(b[3]/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.3400)=0.9400
Erro relativo maximo:Er[2]=|x3[2]-x3[1]|/1x3[2]*100=(/0.9400-(0.6000)|//0.9400()*100=36.1702

soma=0
soma=soma-+a[1,2]*x2[2]=0.0000+(2.0000*-1.8600)=-0.3720
soma=soma-+al1,3]*x3[2]=-0.3720+(1.0000*0.9400)=-0.2780
x1[3]=(b[1])/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.2780)=0.9780
soma=0
soma=soma-+al[2,1]*x1[2]=0.0000+(1.0000*0.9600)=0.1920
soma=soma-+al[2,3]*x3[2]=0.1920+(1.0000*0.9400)=0.3800
x2[3]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.3800)=-1.9800
soma=0
soma=soma-+al[3,1]*x1[2]=0.0000+(2.0000*0.9600)=0.1920
soma=soma-+a[3,2]*x2[2]=0.1920+(3.0000*-1.8600)=-0.3660
x3[3]=(b[3)/al3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.3660)=0.9660
Erro relativo maximo:Er[3]=|x2[3]-x2[2]|/[x2[3]*100=(]-1.9800-(-1.8600)|/|-1.9800|)*100=6.0606

soma=0
soma=soma-+al[1,2]*x2[3]=0.0000+(2.0000*-1.9800)=-0.3960
soma=soma-+al1,3]*x3[3]=-0.3960+(1.0000*0.9660)=-0.2994
x1[4]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.2994)=0.9994
soma=0
soma=soma-+a[2,1]*x1[3]=0.0000+(1.0000*0.9780)=0.1956
soma=soma-+al2,3]*x3[3]=0.1956+(1.0000*0.9660)=0.3888
x2[4]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.3888)=-1.9888
soma=0
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soma=soma+al[3,1]*x1[3]=0.0000+(2.0000*0.9780)=0.1956
soma=soma+a[3,2]*x2[3]=0.1956+(3.0000*-1.9800)=-0.3984
x3[4]=(b[3]/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.3984)=0.9984

Erro relativo maximo:Er[4]=|x3[4]-x3[3]|/|x3[4]*100=(|0.9984-(0.9660)|/|0.9984()*100=3.2452

soma=0
soma=soma-+al1,2]*x2[4]=0.0000+(2.0000*-1.9888)=-0.3978
soma=soma-+al1,3]*x3[4]=-0.3978+(1.0000*0.9984)=-0.2979
x1[5]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.2979)=0.9979
soma=0
soma=soma-+al[2,1]*x1[4]=0.0000+(1.0000*0.9994)=0.1999
soma=soma-+a[2,3]*x3[4]=0.1999+(1.0000*0.9984)=0.3996
x2[5]=(b[2)/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.3996)=-1.9996
soma=0
soma=soma-+al3,1]*x1[4]=0.0000+(2.0000*0.9994)=0.1999
soma=soma-+a[3,2]*x2[4]=0.1999+(3.0000*-1.9888)=-0.3968
x3[5]=(b[3]/al3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.3968)=0.9968
Erro relativo maximo:Er[5]=|x2[5]-x2[4]|/|x2[5]*100=(]-1.9996-(-1.9888)|/|-1.9996|)*100=0.5381

soma=0
soma=soma-+al1,2]*x2[5]=0.0000+(2.0000*-1.9996)=-0.3999
soma=soma-+al1,3]*x3[5]=-0.3999+(1.0000*0.9968)=-0.3002
x1[6]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.3002)=1.0002
soma=0
soma=soma-+a[2,1]*x1[5]=0.0000+(1.0000*0.9979)=0.1996
soma=soma-+a[2,3]*x3[5]=0.1996+(1.0000*0.9968)=0.3989
x2[6]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.3989)=-1.9989
soma=0
soma=soma-+al3,1]*x1[5]=0.0000+(2.0000*0.9979)=0.1996
soma=soma-+a[3,2]*x2[5]=0.1996+(3.0000*-1.9996)=-0.4003
x3[6]=(b[3]/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.4003)=1.0003
Erro relativo maximo:Er[6]=|x3[6]-x3[5]|/|x3[6]*100=(|1.0003-(0.9968)|/|1.0003|)*100=0.3523

soma=0
soma=soma-+al1,2]*x2[6]=0.0000+(2.0000*-1.9989)=-0.3998
soma=soma-+al[1,3]*x3[6]=-0.3998+(1.0000*1.0003)=-0.2998
x1[7]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.2998)=0.9998
soma=0
soma=soma-+al[2,1]*x1[6]=0.0000+(1.0000*1.0002)=0.2000
soma=soma-+al2,3]*x3[6]=0.2000+(1.0000*1.0003)=0.4001
x2[7]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.4001)=-2.0001
soma=0
soma=soma-+al3,1]*x1[6]=0.0000+(2.0000*1.0002)=0.2000
soma=soma-+al3,2]*x2[6]=0.2000+(3.0000*-1.9989)=-0.3996
x3[7]=(b[3]/al3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.3996)=0.9996
Erro relativo maximo:Er[7]=|x3[7]-x3[6]|/|x3[7]*100=(/0.9996-(1.0003)|/|0.9996])*100=0.0651

ITERAGAO x1 x2 X3 ERRO
RELATIVO(%)
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1 0.7000 -1.6000 0.6000 100.0000
2 0.9600 -1.8600 0.9400 36.1702
3 0.9780 -1.9800 0.9660 6.0606
4 0.9994 -1.9888 0.9984 3.2452
5 0.9979 -1.9996 0.9968 0.5381
6 1.0002 -1.9989 1.0003 0.3523
7 0.9998 -2.0001 0.9996 0.0651

A seguir apresenta o algoritmo principal para a resolugao de sistema linear pelo método de Gauss-
Jacobi:

Dado n, A[n,n],b[n,1],xi[n,k], nit e Era

//ler a solugao inicial como x(,0,1 ), x(,0,2) ... x(,0,n ) — iteragao 0
1: Er(0)=100 //erro relativo inicial, para entrar no “loop enquanto”
2: k=1 //nudmero da iteragao

3: Enquanto Er(k-1)>Era faga //para erro relativo maior que o alvo
4: Para i=1 até n faga //para cada linha

5: soma=0

6: Paraj=1 até n faga //para cada coluna

7: Se j==i entao //nao na diagonal

8:  Seaii=0 entao // na diagonal

9:  "Erro: Algum elemento da diagonal é nulo."

10: PARE

11:  Fim do condicional

12:  soma=soma+a(i,j)*x(k-1,))/a(i,i)

13:  Fim do condicional

14: x(k,i)=(b(i)/a(i,i))-soma

15: Fim do lago

16: Fim do lago

17: Er = (Ix(k,1)-x(k-1,1)I/1x(k, 1)[)*100

18: Para c=2 até n faga //para cada linha

19: Se ((Ix(k,c)-x(k-1,c)I/Ix(k,c)[)*100 > Er(k)) entdo //encontra o maior erro relativo entre os x
20: Er(k) = (Ix(k,c)-x(k-1,c)I/Ix(k,c)|)*100

21: Fim do condicional

22: Fim do lago

23: k=k+1

24: Se (k-1)=nit entdo //nlimero maximo de iteragdes atingido
25. SAIR DO ENQUANTO

26: Fim do condicional

27: Fim do loop Enquanto
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Figura 11: Relatério em PDF gerado com o exemplo dos dados da Fig. 10.
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3.3 Sistemas Lineares Via Gauss-Seidel

A péagina para Sistemas Lineares por Gauss-Seidel apresenta-se como a Fig. 12 a
sequir.

) INSTITUTO FEDERAL DE
" EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
0 PAULO

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
. . 4 & - . Iniciagio Cientifica
SISTEMAS LINEARES PELO Isabela Cassia Prof. Gustavo Cabrelli s
METODO DE GAUSS-SEIDEL 281042016 || 1oy inical Parra Nirschl smbde Eiigeatiaa Ol

SISTEMA LINEAR - METODO DE GAUSS-SEIDEL

Abaixo segue um exemplo de como o sistema linear devera ser montado na matriz

2 - 4y + Tz 3 Zealh R R
9z - 32 3 Equivalea 9 0 -3 @ 3

dr - 8y + 35z -4
4 -8 35 Do=-4

Ordem do sistema (n): |4

| GERAR | OU | Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | === | EXEMPLO de TXT |

Figura 12: Pagina para Sistemas Lineares por Gauss- Jacobi.

Para iniciar os calculos, tem-se duas op¢fes: ou gerar 0 sistema na propria pagina, a
partir da ordem digitada (botdo “GERAR”), e digitar os valores (Fig. 13 a seguir) de cada
elemento ou criar um arquivo TXT, seguindo o padrdo apresentado ao se clicar no botédo
“EXEMPLO de TXT” (Fig. 14 a seguir).
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Ordem do sistema (n): 3

GERAR | OU | Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | *****% | EXEMPLO de TXT
| |OU| quivo | q

Obs: Matriz COMPLETA (a ultima coluna contém os termos independentes. os valores apos a igualdade).

i ; 1 —
1 s 1 S——
2 3 10 ]

Numero maximo de iteragdes: |50
Erro relativo alvo (%0): 0.1
Solugéo micial (chute):

0 C E |

CALCULAR

Figura 13: Exemplo de sistema gerado com ordem 3, cujos valores tém que ser digitados.

|

Arquive  Editar
Ll1e]2]|1|7
Ll1]|5]1]-8
L|2]3]1e]8|

Figura 14: Exemplo de arquivo TXT que pode ser lido pela pagina.

Depois de ler ou digitar o sistema, clica-se no botio “CALCULAR” (veja Fig.
13anterior), aparecendo uma tabela com os resultados de cada iteragdo. A Fig. 15 a seguir

apresenta 0 mesmo exemplo apresentado pelo método de Gauss-Jacobi, um sistema de ordem
3.
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Ordem do sistema (n): 3

| GERAR |OU | Escolher arquive | 3x3 txt LER | ****** | EXEMPLO de TXT

Numero maximo de iteraces: 50

Erro relativo alvo (%): 0,1

Solugéio mcial (chute

b e e |

CALCULAR
ITERACAO|[x1 2 = [ERROREL. (26)

L 0.7 -L74 0.982 100

B 09198 -1.9863600000000001][1 005948 26 300273741840392
B 0.9966771999999999][2.0005250400000003[[1.000822072 [4.703348285683665

o 1.0000228008 200016897456 1.0000461322079999([0.33455245193646643
E [10000291816912 -2 00001506277984 ][0.999998682495712 |[0.007695531049971613

Gerar Relatério

Figura 15: Exemplo da resolugdo por Gauss-Jacobi de um sistema de ordem 3.

Por fim, como principal caracteristica da pagina criada, pode-se gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio” ao fim da pagina, conforme a Fig. 15 anterior. O relatorio
é em PDF e contém a resolucéo detalhada. A figura a seguir (Fig. 16) mostra o relatério para a

matriz exemplificada na Fig. 13.
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. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Sistemas Lineares por Método de Gauss-Seidel
INSTITUTO FEDERAL DE Data; 28/04/201 o
Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
-..Eﬁ?ff??’f"""“ETECNOLOG'A Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
ampus Votupor Tipo: Iniciagao Cientifica com Bolsa Institucional
Curso: Engenharia Civil

A matriz segue o modelo abaixo

all al2 aln bl
a2l a22 &5 a2n b2
anl an2 ann bn

Ordem da Matriz =3

Matriz Completa:

10.00 2.000 1.000 7.000
1.000 5.000 1.000 -8.000
2.000 3.000 10.00 6.000

O numero maximo de iteragoes é: 50
O erro relativo alvo é: 0.1

A solugao inicial, que é um valor estimado, é:

0.000 0.000 0.000

Para resolugao do sistema linear pelo método de Gauss-Seidel, é necessario isolar o vetor x, de acordo
com o exemplo abaixo:

b
2L L (agp ¥ X+ Gy * Xn)

x —3
Ay ¥ Xy + @z ¥ Xp + Qg ¥ Xn = by ' an an
s b 1
Qp1 * Xg + Qg2 * Xp + - g * Xy = by —p Xy =2 —— (g * X1+ Qo * Xy)
Qz2 @z
* * X, = b 1
Qpy * X1+ Gpg * X + o py ¥ Xy = by Xn = - n _a_(a"l ¥ X+t Qg * Xpoq)
nn nn

Para prosseguir a resolugao, é necessario escolher um valor inicial para todos os "x".

Na primeira iteragado, basta substituir o valores iniciais de x na primeira equagao e encontrar a solugao
de "x1".

Para encontrar os outros "x" da iteracdo 1, devem-se utilizar os "x" encontrados anteriormente na
mesma iteragao.

Na segunda iteragao, devem-se utilizar os valores da iteragao anterior para a primeira equagao e, a
partir da segunda equacao, devem-se substituir os valores encontrados anteriormente.

E assim por diante,continuar subtituindo os valores encontrados até que haja uma convergéncia, ou
seja, até que se encontre um erro menor do que o Erro Relativo alvo.

Para o caso de a solugao demorar para convergir ou nao convergir, determina-se um nimero maximo
de iteragoes.
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Obs.: Este método ndo permite matriz que tenha zeros na diogonal principal.

Abaixo segue a resolugao:

soma=0
soma=soma-+al[1,2]*x2[0]=0.0000+(2.0000*0.0000)=0.0000
soma=soma-+al[1,3]*x3[0]=0.0000+(1.0000*0.0000)=0.0000
x1[1]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(0.0000)=0.7000
soma=0
soma=soma-+a[2,1]*x1[0]=0.0000+(1.0000*0.7000)=0.1400
soma=soma-+al[2,3]*x3[0]=0.1400+(1.0000*0.0000)=0.1400
x2[1]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.1400)=-1.7400
soma=0
soma=soma-+al3,1]*x1[0]=0.0000+(2.0000*0.7000)=0.1400
soma=soma-+a[3,2]*x2[0]=0.1400+(3.0000*-1.7400)=-0.3820
x3[1]=(b[3]/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.3820)=0.9820
Erro relativo maximo:Er[1]=|x1[1]-x1[0]|/|x1[1]*100=(|0.7000-(0.0000)|/|0.7000])*100=100.0000

soma=0
soma=soma-+al[1,2]*x2[1]=0.0000+(2.0000*-1.7400)=-0.3480
soma=soma-+al1,3]*x3[1]=-0.3480+(1.0000*0.9820)=-0.2498
x1[2]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.2498)=0.9498
soma=0
soma=soma-+a[2,1]*x1[1]=0.0000+(1.0000*0.9498)=0.1900
soma=soma-+al[2,3]*x3[1]=0.1900+(1.0000*0.9820)=0.3864
x2[2]=(b[2)/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.3864)=-1.9864
soma=0
soma=soma-+al[3,1]*x1[1]=0.0000+(2.0000*0.9498)=0.1900
soma=soma-+al[3,2]*x2[1]=0.1900+(3.0000*-1.9864)=-0.4059
x3[2]=(b[3)/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.4059)=1.0059
Erro relativo maximo:Er[2]=|x1[2]-x1[1]1/1x1[2]*100=(]0.9498-(0.7000)|/|0.9498|)*100=26.3003

soma=0
soma=soma-+al1,2]*x2[2]=0.0000+(2.0000*-1.9864)=-0.3973
soma=soma-+al1,3]*x3[2]=-0.3973+(1.0000*1.0059)=-0.2967
x1[3]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.2967)=0.9967
soma=0
soma=soma-+a[2,1]*x1[2]=0.0000+(1.0000*0.9967)=0.1993
soma=soma-+a[2,3]*x3[2]=0.1993+(1.0000%1.0059)=0.4005
x2[3]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.4005)=-2.0005
soma=0
soma=soma-+al3,1]*x1[2]=0.0000+(2.0000*0.9967)=0.1993
soma=soma-+a[3,2]*x2[2]=0.1993+(3.0000*-2.0005)=-0.4008
x3[3]=(b[3]/al[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.4008)=1.0008
Erro relativo maximo:Er[3]=|x1[3]-x1[2]|/|x1[3]*100=(|0.9967-(0.9498)|/|0.9967|)*100=4.7033

soma=0
soma=soma-+al1,2]*x2[3]=0.0000+(2.0000*-2.0005)=-0.4001
soma=soma-+al[1,3]*x3[3]=-0.4001+(1.0000*1.0008)=-0.3000
x1[4]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.3000)=1.0000
soma=0
soma=soma-+a[2,1]*x1[3]=0.0000+(1.0000*1.0000)=0.2000
soma=soma-+al[2,3]*x3[3]=0.2000+(1.0000*1.0008)=0.4002
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x2[4]=(b[2)/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.4002)=-2.0002

soma=0

soma=soma-+al3,1]*x1[3]=0.0000+(2.0000*1.0000)=0.2000
soma=soma-+a[3,2]*x2[3]=0.2000+(3.0000*-2.0002)=-0.4000
x3[4]=(b[3]/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.4000)=1.0000

Erro relativo maximo:Er[4]=|x1[4]-x1[3]|/|x1[4]*100=(|1.0000-(0.9967)|/|1.0000()*100=0.3346

soma=0
soma=soma-+al1,2]*x2[4]=0.0000+(2.0000*-2.0002)=-0.4000
soma=soma-+al1,3]*x3[4]=-0.4000+(1.0000*1.0000)=-0.3000
x1[5]=(b[1]/a[1,1])-soma=(7.0000/10.0000)-(-0.3000)=1.0000
soma=0
soma=soma-+a[2,1]*x1[4]=0.0000+(1.0000*1.0000)=0.2000
soma=soma-+al[2,3]*x3[4]=0.2000+(1.0000*1.0000)=0.4000
x2[5]=(b[2]/a[2,2])-soma=(-8.0000/5.0000)-(0.4000)=-2.0000
soma=0
soma=soma-+al[3,1]*x1[4]=0.0000+(2.0000*1.0000)=0.2000
soma=soma-+al3,2]*x2[4]=0.2000+(3.0000*-2.0000)=-0.4000
x3[5]=(b[3]/a[3,3])-soma=(6.0000/10.0000)-(-0.4000)=1.0000
Erro relativo maximo:Er[5]=|x2[5]-x2[4]|/|x2[5]*100=(]-2.0000-(-2.0002)|/|-2.0000])*100=0.0077

ITERAGAO x1 X2 X3 ERRO
RELATIVO(%)
1 0.7000 -1.7400 0.9820 100.0000
2 0.9498 -1.9864 1.0059 26.3003
3 0.9967 -2.0005 1.0008 4.7033
4 1.0000 -2.0002 1.0000 0.3346
5 1.0000 -2.0000 1.0000 0.0077

A seguir apresenta o algoritmo principal para a resolugao de sistema linear pelo método de Gauss-
Seidel:

Dado n, Aln,n],b[n,1],xi[n,k], nit e Era
//ler a solugao inicial como x(,0,1), x(,0,2) ... x(,0,n ) — iteragao 0
: Er(0)=100 //erro relativo inicial, para entrar no “loop enquanto”
: k=1 //ndmero da iteragao
: Enquanto Er(k-1)>Era faga //para erro relativo maior que o alvo
: Parai=1 até n faga //para cada linha
:soma=0
Para j=1 até n faga //para cada coluna
Se j==i entao //nado na diagonal
Se aii=0 entao // na diagonal
"Erro: Algum elemento da diagonal é nulo."
PARE
Fim do condicional
Sei<j entao
soma=soma-+a(i,j)*x(k-1,j)/a(i,i)
Fim do condicional
Senao
soma=soma-+a(i,j)*x(k,j)/a(i,i)
Fim do condicional

A A g,
NoagrwNd=2O
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18: x(k,i)=(b(i)/a(i,i))-soma

19: Fim do lago

20: Fim do lago

21: Er = (Ix(k,1)-x(k-1,1)I/Ix(k,1))*100

22: Para c=2 até n faga //para cada linha

23. Se (Ix(k,c)-x(k-1,c)I/1x(k,c))*100 > Er(k) entao //encontra o maior erro relativo entre os x
24: Er(k) = (Ix(k,c)-x(k-1,c)I/Ix(k,c)l)*100

25: Fim do condicional

26: Fim do lago

27: k=k+1

28: Se (k-1)=nit entdao //numero maximo de iteragdes atingido
29: SAIR DO ENQUANTO

30: Fim do condicional

31: Fim do loop Enquanto
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Figura 16: Relatorio em PDF gerado com o exemplo dos dados da Fig. 15.
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3.4 Interpolagéo Polinomial

A pégina para fazer interpolacdo polinomial de dados apresenta-se como a Fig.17 a
sequir.

) INSTITUTO FEDERAL DE
UCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
0 PAULO

ol

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
3 . Iniciagdo Cientifica
INTERPOLACAO POLINOMIAL 00/00/2016 | Lsabela Cassia Drof, Gustavo Cabrelli, (| -5 iy Bhpchana
Dominical Parra Nirschl
Institucional
INTERPOLAGAO POLINOMIAL
Numero de pontos: |3
GERAR |
OU | Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | ****** | EXEMPLO de TXT |

Figura 17: Pagina para Interpolacdo Polinomial.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opcles: ou gerar a tabela de dados na prépria
pagina, a partir do nimero de pontos escolhido, clicando no botdo “GERAR”, e digitar os
valores (Fig. 18 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo
0 padréo apresentado ao se clicar no botdo “EXEMPLO de TXT” (Fig. 19 a seguir).

Numero de pontos: |4

GERAR

OU | Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | ****** | EXEMPLO de TXT |

x |[-2 1 3 9
fix)l|3 0 -3 4
CALCULAR

Figura 18: Tabela de pontos digitada na pagina.
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eeen

|

Arquive Editar  Formatar
L|-2|1]3]|9
L|3|e]|-3]|4

Figura 19:Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botio “CALCULAR?”,
mostrado na Fig. 18 anterior, e ira aparecer o polindmio formado e o gréafico gerado a partir
dos pontos apresentados. A Fig. 20 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 4 pontos da
Fig. 18.

p(x) = 1.4364 + (-1.2970)*x! + (-0.1788)*x7 + (0.0394)*x>

GRAFICO de p(x) e pontos

2
0
p(x) -0.
1
2
3

-6.3245

-
]
=)
(=]
=
]
o
(=3
(=]
(=]
]
=]
=
c
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P
=]
=
pr=}
(=3
=1
=
3
n
&=
=)
=
J
E
=]
&=
or
J1
o
=]
&=
[= =)

1200 9.6600 11.2000

Gerar Relatorio

Figura 20:Polinbmio formado e a Interpretacdo grafica — Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 20 anterior. O
relatorio € em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve explicacdo tedrica e o
algoritmo principal para o estudo de calculo numérico. A figura a seguir, Fig. 21, mostra o

relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 18.
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NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Interpolagédo Polinomial

INSTITUTO FEDERAL DE Paim 00/00/2016
’ Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
?CA fﬂo' ) ENCIRETECNOLOGA  (ientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
¢ Tipo: Iniciagéo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

Numero de pontos=4

Tabela de Pontos:

X f(x)
-2.0000 3.0000
1.0000 0.0000
3.0000 -3.0000
9.0000 4.0000

Para se obter um polindmio de grau n, por meio da interpolagao polinomial, é necessério n+1 pontos
do tipo (x,f(x)).
Com os pontos devem-se formar um sistema igual o da figura abaixo:

2 -
ag + a1zo + asxf+ - —anxf = f(xo)
ag + ayxy + (42.[{ +eoovranx! = f(x)

| 2 AT m )
ag + ayTy + agxy, + - +apxld = f(z,)

Com o sistema formado, é preciso montar a matriz, igual a que segue abaixo, resolvé-la e encontrar o
polindémio.

n

1 zo x Lo
- n

1 = = ot
o n

L &g = i

0 polinémio formado seré igual a Pn(x)=a0+a1*x+...+an*(x*n).
Aqui o sistema sera resolvido por Eliminagao de Gauss.

Abaixo segue o sistema formado:

1.0000 -2.0000 4.0000 -8.0000 3.0000
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000
1.0000 3.0000 9.0000 27.0000 -3.0000
1.0000 9.0000 81.0000 729.0000 4.0000

Este sistema pode ser resolvido, por exemplo, por Gauss, que pode ser estudado em http://vtp.ifsp.
edu.br/nev/Sistema-gauss/sistemagauss.html. Para tanto, utilize o arquivo txt gerado juntamente com
este relatério, que pode ser lido pelo referido programa.
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Resolvendo o sistema acima encontra se os seguintes valores de a:
a3=0.0394
a2=-0.1788
a1=-1.2970
a0=1.4364

Com isso o polinémio formado é:
p(x) = 1.4364 + (-1.2970)*x*1 + (-0.1788)*x*2 + (0.0394)*x*3

Segue abaixo gréafico da fungao:

GRAFICO de p(x) e pontos
5.7207

4.5162 +
3.3117
2.1072
0.9027 -
p(x) -0.3019 4
-1.5064 -
-2.7109
-3.9154 H
-5.1199 +
-0.3245
-4.2000 -2.6600 -1.1200 0.4200 1.9600 3.5000 5.0400 6.5800 8.1200 9.6600 11.2000

x

A seguir apresenta o algoritmo principal para montar a matriz dos coeficientes para encontrar o
polinémio interpolador:

1: Para i=1 até n+1 faga //linhas

2. Paraj=1 até n+1 faga //colunas

3. ali,jl=X[i-j16-1

fim do paraj

5: Fim do paraii

6:Execute o algoritmo de Eliminagédo de Gauss. //Acesse http://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-gauss/
sistemagauss.html

Bk
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Figura 21: Relat6rio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 18.

Nota-se, no relatério da Fig. 21 anterior, que € necessario resolver um sistema linear

para encontrar o polindmio interpolador. Como o objetivo deste programa é mostrar 0 passo-
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a-passo da obtencdo do polindmio a partir de uma tabela de dados e ndo necessariamente
como se resolve um sistema linear, estes calculos sdo aqui ocultos. Porém, caso o usuario
tenha interesse, é gerado o arquivo txt com os dados do sistema linear a ser resolvido, sendo
que outra pagina de internet ja publicada criada por pesquisadores deste grupo
(http://vtp.ifsp.edu.br/nev/) é capaz de ler este arquivo e resolver o sistema via Método de

Gauss, mostrando todos os céalculos.

3.5. Interpolacéo por Lagrange

A pégina para fazer Interpolacdo Polinomial por Lagrangeapresenta-se como a Fig.22

a sequir.

1 INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
SAD PAULD

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso

Iniciagao Cientifica
com Bolsa Engenharia Civil
Institucional

INTERPOLAGAO POLINOMIAL
POR LAGRANGE

Isabela Cassia Prof. Gustavo Cabrelli
Dominical Parra Nirschl

04/08/2016

INTERPOLAGAO POLINOMIAL POR LAGRANGE
Numero de pontos: |3
GERAR |

OU | Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | ***%** | EXEMPLO de TXT

Figura 22: Pagina para Interpolacdo Polinomial por Lagrange.

Para iniciar os célculos, tem-se duas opcGes: ou gerar a tabela de dados na prépria
pagina, a partir do numero de pontos escolhido, clicando no botdo “GERAR”, e digitar os
valores (Fig. 23 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo

0 padréo apresentado ao se clicar no botdo “EXEMPLO de TXT” (Fig. 24 a seguir).
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http://vtp.ifsp.edu.br/nev/

Numero de pontos: |4

GERAR

QU | Escolher arquive | Nenhum arquivo selecionado | LER | #*%*%% | EXEMPLO de TXT

—= |2 IK B E |

s lo E [«

Ponto xb a calcular P(xb):0

CALCULAR

Figura 23: Tabela de pontos digitada na pagina.

eeen

|

Arquive Editar  Formatar
L|—2|1|3|9
L|3|E|—3|4

Figura 24:Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botdo “CALCULAR?”,
mostrado na Fig. 23 anterior, e ird aparecer o resultado do P(xb), uma vez que com esse
método computacionalmente é dificil encontrar o polinbmio e o grafico gerado a partir dos

pontos apresentados. A Fig. 25 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 4 pontos da Fig.
23.
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P(xb)=14363636363636363

GRAFICO de p(x) e pontos

5.4000
4.4200
3.4400
2.4600 ~
1.4800
p(x) 0.5000 -
-0.4800
-1.4600
-2.4400
-3.4200
-4.4000

AN

-4, 2000 -2.6600 -1.1200 0.4200 1.%600 3.5000 5.0400 6.5800 8.1200 9.6600 11.2000

| Gerar Relatdrio |

X

Figura 25: Valor do polinbmio no ponto xb e a Interpretacdo grafica — Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, é possivel gerar o relatério,

clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 25 anterior. O

relatorio € em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve explicacédo tedrica e o

algoritmo principal para o estudo de calculo numérico. A figura a seguir, Fig. 26, mostra o

relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 23.
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‘ NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Interpolagédo Polinomial por Lagrange
] . Data: 04/08/2016
Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
. Em"'m S_A_O]f'mc"\ ETECNOLOSA  nyrientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
s ¢ Tipo: Iniciagéo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

Nimero de pontos=4

Tabela de Pontos:

X f(x)
-2.0000 3.0000
1.000 0.000
3.0000 -3.0000
9.0000 4.0000

Por este método, o polindmio interpolador depende de outros polindmios “especiais”.

0 polinémio formado € do tipo: "P(x)=y[0]*L[0](x)+y[1]*L[1](x)+...+y[n]*L[n](x)".

No caso, n € o nimero de pontos a interpolar menos 1. Os polinémios de Lagrange (L[k](x)) sdo da
forma apresentada a seguir:

(—zo)(x —21). (@ = Zp—1) (T = Tpg) .. . (T — Zn)
(zx — zo)(zk — 21) .. . [Tk — Th—1 )Tk — k1) - - - (T — Z1)

L;“ '[) =

Abaixo segue a resolugao para encontrar o polinémio interpolador:

L[0](x)=(x-(x[11)) (x-(x[2])) (x-(x[3]))/ (x[O]-(x[ 1)) (x[O]-(x [2])) (x[0]-(x[3])) =
= (x-(1.000))(x-(3.0000))(x-(9.0000))/-165.0000
L[130¢)=(x-(x[01)) (x-(x[2])) (x-(x[3]))/ ([T ]-(x[OD) (x[1 - (x [2D) (x[1]-(x[3])) =
= (x-(-2.0000))(x(3.0000))(x-(9.0000))/48.0000
L[2](x)=(x-(x[01)) (x-(x[11)) (x-(x[3]))/ (x[2]-(x[OD) (x[2]-(x [1])) (x[2]-(x[3])) =
= (x-(-2.0000)) (x-(1.000))(x-(9.0000))/-60.0000
L1 =(x-(x[01)) (x-(x[1D) (x-(x[21))/ (x[3]-(x[0) (x[3Hx [1])) (x[3]-(x[2])) =
= (x-(-2.0000))(x(1.000))(x-(3.0000))/528.0000

P4](x)=f[0](x)*L[0] (x)+£[11(x)*L[1](x)+f[2](x) *L[2] (x) +f[3](x)*L[3] (x)=

= (3*(x-(1.000))(x-(3.0000))(x-(9.0000))/-165.0000)+(0*(x-(-2.0000)) (x-(3.0000)) (x-(9.0000))/48.
0000)+(-3*(x-(-2.0000)) (x-(1.000))(x-(9.0000))/-60.0000)+4*(x-(-2.0000))(x-(1.000))(x-(3.0000))/528.
0000

Uma vez que computacionalmente € dificil encontrar o polindmio, a seguir segue a resolugao
realizada para resolver P(x) num ponto especifico, no caso, xb=0.000, baseada no algoritmo
apresentado ao fim do PDF:

Pn=0

sup=1

inf=1

sup=sup*(xb-xp[1])=1*(0.000-(1.000))=-1.000
inf=inf*(xp[0]-xp[1])=1*-2.0000-(1.000))=-3.0000
sup=sup*(xb-xp[2])=-1.000%(0.000-(3.0000))=3.0000
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inf=inf*(xp[0]-xp[2])=-3.0000*(-2.0000-(3.0000))=15.0000
sup=sup*(xb-xp[3])=3.0000*(0.000-(9.0000))=-27.0000
inf=inf*(xp[0}-xp[3])=15.0000%*(-2.0000-(9.0000))=-165.0000
Pn=((sup/inf)*fxp[0])+Pn=((-27.0000/-165.0000)*3)+0.000=0.4909
sup=1

inf=1

sup=sup*(xb-xp[0])=1*(0.000-(-2.0000))=2.0000
inf=inf*(xp[1]-xp[0])=1*(1.000-(-2.0000))=3.0000
sup=sup*(xb-xp[2])=2.0000%(0.000-(3.0000))=-6.0000
inf=inf*(xp[1}-xp[2])=3.0000*(1.000-(3.0000))=-6.0000
sup=sup*(xb-xp[3])=-6.0000%(0.000-(9.0000))=54.0000
inf=inf*(xp[1}-xp[3])=-6.0000*(1.000-(9.0000))=48.0000
Pn=((sup/inf)*fxp[1])+Pn=((54.0000/48.0000)*0)+0.4909=0.4909
sup=1

inf=1

sup=sup*(xb-xp[0])=1*(0.000-(-2.0000))=2.0000
inf=inf*(xp[2]-xp[0])=1%(3.0000-(-2.0000))=5.0000
sup=sup*(xb-xp[1])=2.0000*(0.000-(1.000))=-2.0000
inf=inf*(xp[2}-xp[1])=5.0000*(3.0000-(1.000))=10.0000
sup=sup*(xb-xp[3])=-2.0000%(0.000-(9.0000))=18.0000
inf=inf*(xp[2]-xp[3])=10.0000%(3.0000-(9.0000))=-60.0000
Pn=((sup/inf)*fxp[2])+Pn=((18.0000/-60.0000)*-3)+0.4909=1.3909
sup=1

inf=1

sup=sup*(xb-xp[0])=1*(0.000-(-2.0000))=2.0000
inf=inf*(xp[3]-xp[0])=1*(9.0000-(-2.0000))=11.0000
sup=sup*(xb-xp[1])=2.0000%(0.000-(1.000))=-2.0000
inf=inf*(xp[3]-xp[1]1)=11.0000%(9.0000-(1.000))=88.0000
sup=sup*(xb-xp[2])=-2.0000%(0.000-(3.0000))=6.0000
inf=inf*(xp[3}-xp[2])=88.0000*(9.0000-(3.0000))=528.0000
Pn=((sup/inf)*fxp[3])+Pn=((6.0000/528.0000)*4)+1.3909=1.4364

Segue abaixo grafico da fungao dada a partir dos pontos:
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GRAFICO de p(x) e pontos

5.4000
4.4200
3.4400 -}
2.4600 -
1.4800 -
p(x) 0.5000 -
-0.4800 |
-1.4600 -}
-2.4400 |
-3.4200 : \ _
-4.4000 <

-4,2000 -2.6600 -1.1200 0.4200 1.9600 3.5000 5.0400 6.5800 8.1200 9.6600 11.2000

X

A seguir apresenta-se o algoritmo principal para encontrar o valor de P(xb):

: Pn=0;

: para j=0 até n {
sup=1,

inf=1;

: para i=0 até n {
1sei#jentdo

. sup=sup*(xb-xplil);
» inf=inf*(xp[jl-xplil);

: } fim do condicional
10: } fimdo parai

11: Pn=((sup/inf)*fxp[j])+Pn;
12: } fim do paraj

VNS WN =

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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Paulo: Makron Books, 1996.
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Figura 26: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 23.
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3.6. Interpolacdo pela Forma de Newton

A pagina para fazer Interpolagdo Polinomial pela Forma de Newton apresenta-se como
a Fig.27 a seguir.

1 INSTITUTO FEDERAL DE
AGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
)

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
% - < X Iniciagdo Cientifica
INTERPOLAGAO POLINOMIAL 5 Isabela Cassia Prof. Gustavo Cabrelli L
POR FORMA DE NEWTON 0810912016 || b ninical Parra Nisschl ;‘]’:‘ﬁ;‘::al Engenharia Civil

INTERPOLAGAO POLINOMIAL POR FORMA DE NEWTON
Ntmero de pontos: 3
HEERARY

OU | Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | ****** | EXEMPLO de TXT

Figura 27: Pagina para Interpolacdo Polinomialpela Forma de Newton.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opcOes: ou gerar a tabela de dados na propria
pagina, a partir do nimero de pontos escolhido, clicando no botao “GERAR”, e digitar os
valores (Fig. 28 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo
0 padréo apresentado ao se clicar no botao “EXEMPLO de TXT” (Fig. 29 a seguir).

Numero de pontos: 3

GERAR

OU | Escolher arquive | Nenhum arquivo selecionado | LER | ****** | EXEMPLO de TXT |

x ||-2 1 3
fix)|3 0 -3

Ponto xb a calcular P(xb)10

CALCULAR

Figura 28: Tabela de pontos digitada na pagina.
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4
Arquive  Editar  Fo
L]-2]|1]3
L|3]|e|-3

Figura 29: Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botdo “CALCULAR”,
mostrado na Fig. 28 anterior, e ird aparecer o resultado do P(xb), uma vez que com esse
método computacionalmente € dificil encontrar o polindmio e o grafico gerado a partir dos
pontos apresentados. A Fig. 25 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig.
28.

Ponto xb a calcular Pixh):0

CALCULAR
P(xb) = 3.0000

GRAFICO de p(x) e pontos

4.2000
3.3600 -
2.5200
1.6800 -
0.8400
p(x) 0.0000
-0.8400 -
-1.6800 -
-2.5200 -
-3.3600 -

-4, 2000
-3.0000 -2.3000 -1.6000 -0.%000 -0.2000 0.5000 1.2000 1.%000 2.6000 3.3000 4.0000

X

| Gerar Relatdrio |

Figura 30: Valor do polinbmio no ponto xb e a Interpretacdo grafica — Resultado Final.
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Por fim, como principal objetivo para a criacdo da péagina, é possivel gerar o relatério,
clicando no botéo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 30 anterior. O
relatério é em PDF e contém a resolucéo detalhada, além de uma breve explicacéo tedrica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 31, mostra o
relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 28.
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. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Interpolagdo Polinomial por Forma de Newton
INSTITUTO FEDERAL DE Pte D50 aR1s
Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
== E:;qqqﬂqchan FTECNOLSIA drientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
a Tipo: Iniciagdo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

LO

Numero de pontos=3

Tabela de Pontos:

X f(x)
-2.0000 3.0000
1.000 0.000
3.0000 -3.0000

Por este método, o polindmio interpolador é da seguinte forma:

"P(x)=d[0]+ d[1]*(x-x[0])+ d[2]*(x-x[O])*(x-x[1])+...+d[n]*(x-x[O])*(x-x[1])*...*(x-x[n-1])"

Em que, n é o numero de pontos a interpolar menos 1. Os coeficientes d[k] sdo chamados de
diferengas divididas apresentadas a seguir:

k=0—d, = fIx,]
k=1—d, = fIx.x,]
(=254, = /T, %.%,]
{2-:)

k=n—>d, = f[x,.x, Xo]

0 Xng-----Xo

As diferengas divididas sdo resolvidas como mostra abaixo:

Fn]= 1)
(--)
Jx,1=r(x,)

Sixl= 5] _ F00)= £ ()

Fx.x]= T ——
T 5%
x,.x]= S 1= 11x] - JOo)-f(x)
a Tk ;T
[
Fiox ]= Dl =] F06) = 1)
v Xy =X X =X
Flama]= Slx.x 1= flx.x] calculados _anteriormente
F.00 S e —
k- SI6.%]-flx.x]  calculados _anteriormente
3: %224 ] —
[}
flrx.x_]= Sx,.x 1= fIx,,.x,.]  calculados _anteriormente
nr et 15 .

s 3 s
Abaixo segue a resolugao das diferengas divididas:

f[x0]=f(x0)= 3.0000= d[0]
fx1]=f(x1)=0.000
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f[x2]=f(x2)=-3.0000
f[x1;x0]=(f[x1}-fx0])/(x1-x0)=(0.000~(3.0000))/3.0000=-1.000= d[1]
flx2;x1]=(flx2}-[x1])/(x2-x1)=(-3.0000-(0.000))/2.0000=-1.5000
f[x2;x1;x0]=(f[x2;x1]-f[x1;x0])/ (x2-x0)=(-1.5000-(-1.000))/5.0000=-0.1000= d[2]

P(x) = d[0]+d[1]*(x-x[0])+d[2]*(x-x[0]) (x-x[1]) =
= 3.0000+(-1.000%(x-(-2)))+(-0.1000*(x-(-2)) (x-(1)))

Uma vez que, computacionalmente, é dificil simplificar o polindmio, a seguir segue a resolugao
realizada para resolver P(x) num ponto especifico, no caso, xb=0.000, baseada no algoritmo
apresentado ao fim do PDF:

Imax=2

fn[0,0]=f(x0)= 3.0000

fn[1,0]=f(x1)= 0.000

fn[2,0]=f(x2)= -3.0000

Imax=1
fn[0,11=(fn[1,0]-fn[0,0])/(xp[1]-xp[0])=(0.000-(3.0000))/(1.000-(-2.0000))=-1.000
fn[1,1]=(fn[2,0]-fn[1,0])/(xp[2]-xp[1])=(-3.0000-(0.000))/(3.0000-(1.000))=-1.5000
fn[0,2]=(fn[1,1]-n[0,1])/(xp[2]-xp[0])=(-1.5000-(-1.000))/(3.0000-(-2.0000))=-0.1000

Pn = d[0]+d[1]*(xb-x[0])+d[2]*(xb-x[0]) (xb-x[1]) =
= 3.0000+(-1.000%(0.000-(-2)))+(-0.1000%(0.000-(-2))(0.000-(1.000)))=3.0000

Segue abaixo grafico da fungao dada a partir dos pontos:

GRAFICO de p(x) e pontos

4.200

[=

=2

3,360
2.5200 -
1.6800
0.8400 | \

p(x) 0.0000 -
-0.8400

-3.0000 -2.3000 -1.6000 -0.%000 -0.2000 0.5000 1.2000 1.9000 2.6000 3.3000 4.0000

X

A seguir apresenta o algoritmo principal para encontrar o valor de P(xb):

1: //coluna c=0 da tabela de diferengas divididas
2: Imax=n-1; //linha maxima
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3: fn=[]; //criar o vetor das diferencas divididas

4: para |=0 até Imax {

5: fn[l,0]=fxpl[ll;

6: } fim do para |

7: Imax=Ilmax-1;

8: //colunas 1 a np-1 da tabela de diferengas divididas
9: parac=1 até n{

10: para I=0 até Imax {

11: fn[l,cl=(fn[(1+1),(c-1)]-fn[l,(c-1)])/(xp[l+c]-xp[l]);

12:} fim do para |

13: Imax=Imax-1;

14:} fimdo parac

15: //célculo do polindmio no ponto xb

16: Pn=fn[0,0];

17: Pn=Number(Pn); //para garantir que seja nimero (necessario no Javascript)
18: m=1;

19: parac=1atén{

20: m=m*(xb-xp[c-1]);

21: Pn=Pn+(m*fn[0,c]);

22: }fim do parac

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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Figura 31: Relatdrio gerado em PDF parao exemplo apresentado na Fig. 28.
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3.7. Integracao pela Regra dos Trapézios

3.7.1. Pela Funcgéao
A pégina para fazer Integracdo pela Regra do Trapézio a partir de uma funcdo apresenta-

se como a Fig.32 a sequir.

=
P
H

s [
:‘:] £ L INSTITUTO FEDERAL DE
G Ve

o= J 5 EDUCACAD, CIENCIA E TECNOLOGIA

mE

ﬂ Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
H 3 3 Iniciagdo Cientifica
INTEGRACAO DE FUNCAO - 00 Isabels Cassia Prof Gustavo 24
REGRA DOS TRAPEZIOS 08/092016 D ical P Cabrelli Nischl gsnglm Engenharia Civil

INTEGRACAO DE FUNCAO - REGRA DOS TRAPEZIOS

FL'NQ‘AO f(x): (Obs.: A fungdo deve estar em linFuagem Javascript, caso necessite, clique em "ATUDA")
Math.pow (Math.E.x) | AJupa || TESTAR femx = |2

extremo 2 do intervalo [a,b]:
0

extremo b do intervalo [ab].
S

mumero de intervalos para a integracdo:
100

Obs: f{x) e suas derivadas 3 primeira e a segunda devem ser continuas no intervalo [a.b].

CALCULAR

Figura 32: Pagina para Integracdo pela Regra do Trapézio a partir de uma funcéo.

Para iniciar os calculos é preciso escrever a fun¢do, por meio do botdo “AJUDA”, é
possivel visualizar as principais funcdes matematicas na linguagem Javascript, como esta
devera ser escrita (Fig. 33 abaixo). O botao “TESTAR f em x=" ¢ para testar se a funcdo foi
digitada corretamente na linguagem Javascript. Depois de digitado a funcdo, escolhido o
intervalo de integracdo e o nimero de intervalos, clica-se no botdo “CALCULAR”, mostrado
na Fig. 32 anterior, e ird aparecer o resultado da integral e o grafico gerado a partir da fungéo.

A Fig. 34 a sequir apresenta um exemplo da Fig. 32.
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vip.ifsp.edu.br diz

Digite a fungio considerando:
sinal de multiplicagdo: *

x elevando a n: Math.pow(x,n)
niimern de Fuler (a=7 71828182 84590451: Math.F

']
= [ fla)dr - 147 4433688978367
s

GRAFICO de f(x)

148.4132
1336718 - #
118.9205 /

1041892 +
89.4479

f(x) 747066 X

']
= [ flx)dr  _ 147 4433688078367
of I

GRAFICO de f(x)

1484132
1336718 #
118.9305 /

104. 1892
89,4479 - /
f(x) 74.7086
59,9653
45 7739
30,4826 - e
15.7413 e

1.0000 T — T T
0.0000 0.5000 1.0000 1.5000 Z.0000 2.5000 3.0000 2.5000 4.0000 4.5000 5.0000

X

Gerar Relatorio

Figura 34: Valor da Integral e a Interpretacdo grafica — Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criagdo da pagina, é possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 34 anterior. O
relatério € em PDF e contém a resolucéo detalhada, além de uma breve explicacéo tedrica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 35, mostra o
relatério para o exemplo da Fig. 32.
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Curso: Engenharia Civil

b
I'= / flz)dr
S

Fungao f(x): Math.pow(Math.E,x)

Extremo "a" do intervalo [a,b]: O

Extremo "b" do intervalo [a,b]: 5

Numero de intervalos para a integragéo: 100

Para resolver a integral pela Regra dos Trapézios a partir de uma Fungdo em um intervalo [a,b], deve-
se determinar o nimeros de intervalos da integragéo (quanto maior o nimero, mais preciso é o valor
da integral).

Com o nimero de intervalos, é preciso encontrar todos os "x", e posteriormente encontrar todos "f(x)".

Com todos os pontos (x,f(x)) determinados basta resolver a formula a sequir.
Obs:A resolugado da integral por meio do algoritmo é realizada de dois em dois pontos, sempre
somando com o valor anterior.

-l(f h) = ;1 _f(\l'[)) +2 (f(JlJ g Tk .fkl'n—l)) & f\(l‘n,,'_

Segue a resolucao pela Regra dos Trapézios para encontrar alguns pontos, e em seguida a tabela
com todos os pontos formados:

h=(b-a)/n=(5.0000-(0.000))/100=0.05000

x[0]=a=0.000

x[1]=x[0]+h=0.0000+0.0500=0.0500
x[2]=x[1]+h=0.0500+0.0500=0.1000
x[3]=x[2]+h=0.1000+0.0500=0.1500
x[4]=x[3]+h=0.1500+0.0500=0.2000
x[5]=x[4]+h=0.2000+0.0500=0.2500

E assim por diante para encontrar os outros 95 pontos...

Para encontrar os f(x) basta substituir os x encontrados na fungao:
f(x[0])=1.0000

f(x[1])=1.0513

f(x[2])=1.1052

f(x[3])=1.1618

f(x[4])=1.2214

f(x[5])=1.2840

E assim por diante para encontrar os outros 95 f(x)...

X f(x)
0 0.000 1.000
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1 0.05000 1.0513
2 0.1000 1.1052
3 0.1500 1.1618
4 0.2000 1.2214
5 0.2500 1.2840
6 0.3000 1.3499
7 0.3500 1.4191
8 0.4000 1.4918
9 0.4500 1.5683
10 0.5000 1.6487
11 0.5500 1.7333
12 0.6000 1.8221
13 0.6500 1.9155
14 0.7000 2.0138
15 0.7500 2.1170
16 0.8000 2.2255
17 0.8500 2.3396
18 0.9000 2.4596
19 0.9500 2.5857
20 1.0000 27183
7A] 1.0500 2.8577
22 1.1000 3.0042
23 1.1500 3.1582
24 1.2000 3.3201
25 1.2500 3.4903
26 1.3000 3.6693
27 1.3500 3.8574
28 1.4000 4.0552
29 1.4500 4.2631
30 1.5000 4.4817
31 1.5500 47115
32 1.6000 4.9530
33 1.6500 5.2070
34 1.7000 5.4739
35 1.7500 5.7546
36 1.8000 6.0496
37 1.8500 6.3598
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38 1.9000 6.6859

39 1.9500 7.0287

40 2.0000 7.3891

41 2.0500 7.7679

42 2.1000 8.1662

43 2.1500 8.5849

44 2.2000 9.0250

45 2.2500 9.4877

46 2.3000 9.9742

47 2.3500 10.4856
48 2.4000 11.0232
49 2.4500 11.5883
50 2.5000 12.1825
51 2.5500 12.8071
52 2.6000 13.4637
53 2.6500 14.1540
54 2.7000 14.8797
55 2.7500 15.6426
56 2.8000 16.4446
57 2.8500 17.2878
58 2.9000 18.1741
59 2.9500 19.1060
60 3.0000 20.0855
61 3.0500 21.1153
62 3.1000 22.1980
63 3.1500 23.3361
64 3.2000 24.5325
65 3.2500 25.7903
66 3.3000 27.1126
67 3.3500 28.5027
68 3.4000 29.9641
69 3.4500 31.5004
70 3.5000 33.1155
71 3.5500 34.8133
2 3.6000 36.5982
73 3.6500 38.4747
74 3.7000 40.4473
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75 3.7500 42.5211

76 3.8000 447012
7 3.8500 46.9931

78 3.9000 49.4024
79 3.9500 51.9354
80 4.0000 54.5982
81 4.0500 57.3975
82 4.1000 60.3403
83 4.1500 63.4340
84 4.2000 66.6863
85 4.2500 70.1054
86 4.3000 73.6998
87 4.3500 77.4785
88 4.4000 81.4509

89 4.4500 85.6269

90 4.5000 90.0171

91 4.5500 94.6324
92 4.6000 99.4843

93 4.6500 104.5850
94 4.7000 109.9472
95 4.7500 115.5843
96 4.8000 121.5104
97 4.8500 127.7404
98 4.9000 134.2898
99 4.9500 141.1750
100 5.0000 148.4132

T(f,h)=0.05000/2*[1.0000+2*(1.0513+...+141.1750)+148.4132] = 147.4

Segue abaixo grafico da fungao:
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GRAFICO de f(x)

148.4132
133.6718
118.9305
104.1892 -
89.4479
f(x) 74.7066
59.9653
45.2239
30.4826
15.7413 4
1.0000
0.0000 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000 4.5000 5.0000

X

A seguir apresenta o algoritmo principal para encontrar o valor da Integral:

: Dado f(x), a,b en:

: //célculo da integral
: x=[]; //criar o vetor
inte=0;

: h=(b-a)/n;

x[0]=3;

:Paraide 1atén

: x[i]=x[i-1]+h;

: Fim do para

10: Paraide 1 atén
11: x[i]=x[i-1]+h;

12: vi(f x[i-1]);

13: fxim=y;

14: vf(f x[i]);

15: fxi=y;

16: inte=inte+((h/2)*(fxim+fxi));
17: Fim do para

CONOTAWN =
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Figura 35: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 32.
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3.7.2. Pela Tabela de Pontos

A pégina para fazer Integracdo pela Regra do Trapézio a partir de uma tabela de pontos
apresenta-se como a Fig.36 a seguir.

=
i | INSTITUTO FEDERAL DE
D EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA

SAD PAULD
= | Campus Voluparanga

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titulo ‘ Data Autor v Orientador Tipo Curso
INTEGRAGAO POR MEIO DA . : Iniciagio Cientifica
TABELA DE PONTOS- 08/09/2016 || LabelaCassia ol Gyaara com Bolsa Engenharia Civil
REGRA DOS TRAPEZIOS Reauaical Paua Catall NKaachl Institucional

INTEGRAGAO POR MEIO DA TABELA DE PONTOS- REGRA DOS TRAPEZIOS

Numero de pontos: |3
_GERAR
OU | Escolner arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | ****** | EXEMPLO de TXT

Obs: f(x) e suas derivadas a primeira e a segunda devem ser continuas no intervalo dos pontos.

Figura 36: Pagina para Integracdo pela Regra do Trapézioa partir de uma tabela de pontos.

Para iniciar os célculos, tem-se duas opcdes: ou gerar a tabela de dados na propria pagina,
a partir do nimero de pontos escolhido, clicando no botdo “GERAR”, e digitar os valores
(Fig. 37 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o

padrdo apresentado ao se clicar no botao “EXEMPLO de TXT” (Fig. 38 a sequir).
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INTEGRACAQ POR MEIO DA TABELA DE PONTOS- REGRA DOS TRAPEZIOS

Numero de pontos: |3

| GERAR
T 5 . . R T
OU | Escolher arguivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | EXEMPLO de TXT

Obs: f{x) e suas derivadas a primeira e a segunda devem ser continuas no intervalo dos pontos.

x -2 1 3
fix)||3 ] -3
| CALCULAR

Figura 37: Tabela de pontos digitada na pagina.

4
Arquive  Editar  Fo
L]-2]|1]3
L|3]|e|-3

Figura 38: Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botdo “CALCULAR”, mostrado na
Fig. 37 anterior, e ird aparecer o resultado da integral e o grafico dos pontos gerado. A Fig. 39
a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 37.
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of i

GRAFICO dos pontos

uuuu

uuuu

3.0000-2.3000-1.6000-0.9000-:0.20000.5000 1.2000 1.9000 2.6000 3. 3000 4.0000

X

Gerar Relatorio

Figura 39: Valor da Integral da funcéo e a Interpretacdo grafica — Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 39 anterior. O
relatorio € em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve explicacao teorica e o
algoritmo principal para o estudo de calculo numérico. A figura a seguir, Fig. 40, mostra o

relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 37.
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- NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Integragé@o por meio da Tabela de pontos - Regra dos Trapézios
. VR Data: 08/09/2016
Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
== Ep?mﬂoflmm FTECNOLSIA drientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
ampus Vatuporan Tipo: Iniciagdo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

b
I'= / flz)dr
S

Numero de pontos=3

Tabela de Pontos:

X f(x)
-2.0000 3.0000
1.000 0.000
3.0000 -3.0000

Para resolver a integral pela Regra dos Trapézios utiliza-se a area do trapezio abaixo da curva,
delimitadas pelo intervalo [a,b], como mostrado a sequir:
rs

f

\

Quanto mais dividir a drea em trapézios menores mais aproximada é a integral de f(x).

0 célculo aproximado da integral de f(x), com “n” intervalos, de amplitude “h” diferente, é calculado de
dois em dois pontos, somando sempre o valor anteiror.

T(f,h)= Tanterior + (h/2*(f(x[i-1])+f(x[i])))

Obs.: Nos casos, em que os "h" forem iguais, pode-se utilizar a férmula a seguir:

l(f h) = ;‘ _f(:r“,) +2 (f:Il) E ik .f(l'n—l)) o f{J'n )

Abaixo segue a resolugao da Regra dos Trapézios:

inte=0

Ih[1 ]=(x[1]-x[0])=(1.000-(-2.0000))=3.0000
inte=inte+((h[11/2)*(f(x[0])+f(x[1])))=0.000+(3.0000/2)*(3.0000+(0.000)))=4.5000
h[2]=(x[2]-x[1])=(3.0000-(1.000))=2.0000
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inte=inte+((h[2)/2)*(F(x[1])+f(x[2])))=4.5000+(2.0000/2)*(0.000+(-3.0000)))=1.5000

Segue abaixo grafico da fungao dada a partir dos pontos:

GRAFICO dos pontos

4.2000
3.3600 -
2.5200 4
1.6800
0.8400 -
p(x) 0.0000 - ®
40.8400
-1.6800 -
-2.5200
-3.3600
-4.2000
-3.0000 -2.3000 -1.6000 -0.9000 -0.2000 0.5000 1.2000 1.2000 2.6000 3.3000 4.0000

X

A seguir apresenta o algoritmo principal para o calculo de integral de uma fungao, pela Regra dos
Trapézios, a partir de uma tabela de pontos:

//Tendo n (nimero de intervalos, constantes) e os extremos a e b da integral:
1: inte=0;

2: h=(b-a)/n;

3: x(0)=a;

4: parai=1 até n{

5: x(1)=x(i-1)+h

6: inte=inte+((h/2)*(f(x(i-1))+f(x(i)))

7:}fimdo parai

//No caso de intervalos diferentes (numa tabela de n+1 pontos):
1: inte=0;

2:parai=1 até n{

3: h(i)=x(0)-x(i-1);

4: inte=inte+((h(i)/2)*(f(x(i-1))+f(x(i)))

5:}fim do parai
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Figura 40: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 37.
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3.8. Integracéo pela Formula de Simpson

3.8.1.Pela Funcéo

A pégina para fazer Integracdo pela Formula de Simpson a partir de uma funcédo
apresenta-se como a Fig.41 a seqguir.

I »L‘”J £ INSTITUTO FEDERAL DE
S0 0 0 EDUCAGAD, CIENCIA £ TECNOLOGIA
P e

SR

ﬂ Titulo Data Autor Orientador ﬂ Tipo Curso ]

INTEGRACAO DE FUNCAO - " o e E

: 21107 | ia Civi
FORMULA DE SIMPSOM 2171072016 - < s com Bolsa Engenharia Civil

INTEGRAGAO DE FUNGAO - FORMUL A DE SIMPSON

FUNC;\Q f(x): (Obs.: A fungdo deve estar em linguagem Javascript, caso necessite, clique em "AJUDA")
Math. pow(x,4)+7"x || AJUDA || TESTARfam x = |2

extremo 2 do mtervalo [ab]:
5

extremo b do intervalo [ab]:
25

mimero de intervalos para a integracio:
100

Obs: f{x) & suas derivadas a primeira e a segunda devem ser continuas no imtervalo [a.b].

CALCULAR

Figura 41: Pagina para Integracdo pela Férmula de Simpson a partir de uma funcgéo.

Para iniciar os calculos ¢ preciso escrever a fung¢do, por meio do botdo “AJUDA”, é
possivel visualizar as principais funcdes matematicas na linguagem Javascript, como esta
devera ser escrita (Fig. 42 abaixo). O botdo “TESTAR f em x=" ¢ para testar se a funcéo foi
digitada corretamente na linguagem Javascript. Depois de digitado a fungdo, escolhido o
intervalo de integracdo e o nimero de intervalos, clica-se no botdo “CALCULAR?”, mostrado
na Fig. 41 anterior, e ird aparecer o resultado da integral e o grafico gerado a partir da fungéo.
A Fig. 43 a seguir apresenta um exemplo da Fig. 41.
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vip.ifsp.edu.br diz:

Digite a fungio considerando:

sinal de multiplicagdo: *

x elevando a n: Math.pow(x,n)

numero de Euler (e=2.718281828459045): Math.E
exponencial de x: Math.axp(x)

namere pi [pi=3.14..): Math.Pl

cosseno de x (radianos): Math.cos(x)

legaritmo de n: Math.log(n)

Teste a fungdo (botdo TESTAR fem x =) para ver se ela foi digitada
corretamente.

Entre em: http://fwww.w3schools.com/jsref/jsref_obkj_math.asp para mais
informacgdes.

Figura 42: FuncBes matematicas na linguagem Javascript.

J1]
I= [ Sl _jossmoonssssts
o

GRAFICO de f(x)
SR0E00. 0000

351786.0000

32771000

Z73758.0000
T34744,0000
fix) 1957300000
155716,0000 4
117702.0000
TBEE8.0000
6740000

5 0000 70000 9.000011 00001 3000015, D000T7 . 00001, CO0E . 0002 3. 000ES.0000

X

Gerar Relalona

Figura 43: Valor da Integral e a Interpretacdo grafica — Resultado Final.
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Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 43 anterior. O
relatério é em PDF e contém a resolucéo detalhada, além de uma breve explicacéo tedrica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 44, mostra o
relatorio para o exemplo da Fig. 41.
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- NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Integragéo de fungéo - Férmula de Simpson
. VR Data: 21/10/2016
Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
=g ml"'m ?’;Imm FTECNOLOGA  Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
tupora Tipo: Iniciagdo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

b
= / flz)dr
S

Fungao f(x): Math.pow(x,4)+7*x

Extremo "a" do intervalo [a,b]: 5

Extremo "b" do intervalo [a,b]: 25

Numero de intervalos para a integragéo: 100

Para resolver a integral pela Férmula de Simpson a partir de uma Fungdo em um intervalo [a,b], deve-
se determinar o nimeros de intervalos da integragéo (quanto maior o nimero, mais preciso é o valor
da integral), este devera ser par.

Com o nuimero de intervalos, é preciso encontrar todos os "x", e posteriormente encontrar todos "f(x)".

Com todos os pontos (x,f(x)) determinados basta resolver a formula a sequir.

B[ FG)+Af )+ fa)+ F .+ fG, D] |

SU = 3 “‘_+ 2 A A P 4 F e e s, ) f(.\'_,”)J

Segue a resolugao pela Férmula de Simpson para encontrar alguns pontos, e em seguida a tabela
com todos os pontos formados:

h=(b-a)/2*n=(25.0000-(5.0000))/100=0.2000
x[0]=a=5.0000

x[1]=x[0]+h=5.0000+0.2000=5.2000
x[2]=x[1]+h=5.2000+0.2000=5.4000
x[3]=x[2]+h=5.4000+0.2000=5.6000
x[4]=x[3]+h=5.6000+0.2000=5.8000
x[5]=x[4]+h=5.8000+0.2000=6.0000

E assim por diante para encontrar os outros 95 pontos...

Para encontrar os f(x) basta substituir os x encontrados na fungao:
f(x[0])=660.0000

f(x[1])=767.5616

f(x[2])=888.1056

f(x[3])=1022.6496

f(x[4])=1172.2496

f(x[5])=1338.0000

E assim por diante para encontrar os outros 95 f(x)...

X f(x)
0 5.0000 660.0000
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1 5.2000 767.5616
2 5.4000 888.1056
3 5.6000 1022.6496
4 5.8000 1172.2496
5 6.0000 1338.0000
6 6.2000 1521.0336
7 6.4000 1722.5216
8 6.6000 1943.6736
9 6.8000 2185.7376
10 7.0000 2450.0000
11 7.2000 2737.7856
12 7.4000 3050.4576
13 7.6000 3389.4176
14 7.8000 3756.1056
15 8.0000 4152.0000
16 8.2000 4578.6176
17 8.4000 5037.5136
18 8.6000 5530.2816
19 8.8000 6058.5536
20 9.0000 6624.0000
21 9.2000 7228.3296
22 9.4000 7873.2896
23 9.6000 8560.6656
24 9.8000 9292.2816
25 10.0000 10070.0000
26 10.2000 10895.7216
27 10.4000 11771.3856
28 10.6000 12698.9696
29 10.8000 13680.4896
30 11.0000 14718.0000
31 11.2000 15813.5936
32 11.4000 16969.4016
33 11.6000 18187.5936
34 11.8000 19470.3776
35 12.0000 20820.0000
36 12.2000 22238.7456
37 12.4000 23728.9376
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38 12.6000 25292.9376
39 12.8000 26933.1456
40 13.0000 28652.0000
41 13.2000 30451.9776
42 13.4000 32335.5936
43 13.6000 34305.4016
44 13.8000 36363.9936
45 14.0000 38514.0000
46 14.2000 40758.0896
47 14.4000 43098.9696
48 14.6000 45539.3856
49 14.8000 48082.1216
50 15.0000 50730.0000
51 15.2000 53485.8816
52 15.4000 56352.6656
53 15.6000 59333.2896
54 15.8000 62430.7296
55 16.0000 65648.0000
56 16.2000 68988.1536
57 16.4000 724542816
58 16.6000 76049.5136
59 16.8000 79777.0176
60 17.0000 83640.0000
61 17.2000 87641.7056
62 17.4000 91785.4176
63 17.6000 96074.4576
64 17.8000 100512.1856
65 18.0000 105102.0000
66 18.2000 109847.3376
67 18.4000 114751.6736
68 18.6000 119818.5216
69 18.8000 125051.4336
70 19.0000 130454.0000
71 19.2000 136029.8496
72 19.4000 141782.6496
73 19.6000 147716.1056
74 19.8000 153833.9616
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75 20.0000 160140.0000
76 20.2000 166638.0416
77 20.4000 173331.9456
78 20.6000 180225.6096
79 20.8000 187322.9696
80 21.0000 194628.0000
81 21.2000 202144.7136
82 21.4000 209877.1616
83 21.6000 217829.4336
84 21.8000 226005.6576
85 22.0000 234410.0000
86 22.2000 243046.6656
87 22.4000 251919.8976
88 22.6000 261033.9776
89 22.8000 270393.2256
90 23.0000 280002.0000
91 23.2000 289864.6976
92 23.4000 299985.7536
93 23.6000 310369.6416
94 23.8000 321020.8736
95 24.0000 331944.0000
96 24.2000 343143.6096
97 24.4000 354624.3296
98 24.6000 366390.8256
99 24.8000 378447.8016
100 25.0000 390800.0000

T(f,h)=0.2000/3*/660.0000+4*(767.5616+...+378447.8016)+2*(888.1056+...+366390.8256)+390800.
0000] = 1954600.0043

Segue abaixo grafico da fungao:




GRAFICO de f(x)

390800.0000
351786.0000 -
312772.0000 -
273758.0000 -
2347440000

f(x) 195730.0000
156716.0000 -
117702.0000

78688.0000
39674.0000 -
660.0000 ‘ ‘ ‘ . ‘
5.0000 7.0000 9.000011.000013.000015.000017.000019.00021.000023.000(25.0000

X

A seguir apresenta o algoritmo principal para encontrar o valor da Integral:

1: Dado f(x), a,bem:
2:n=m/2

3: //célculo da integral
4: x=[]; //criar o vetor
5: h=(b-a)/(2*n);

6: x[0]=a;

7: Paraide 1 até (2*n)
8: x[i]=x[i-1]+h;

9: Fim do para

10: Paraide 1 atén
11: x[i]=x[i-1]+h;

12: Fim do para

13: inte=0;

14: Parakde 1 até n
15: vi(f,x[(2*k)-2]);

16: f1=y;

17: vi(f x[(2*k)-1]);

-YI
17: vi(f x[(2*K)]);
: f3=y;
19: inte=inte+((h/3)*(f1+(4*f2)+{3));
20: Fim do para
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Figura 44: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 41.
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3.8.2. Pela Tabela de Pontos

A pégina para fazer Integracdo pela Formula de Simpson a partir de uma tabela de pontos

apresenta-se como a Fig.45 a seguir.

| {10 INSTITUTO FEDERAL DE
" EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
SAD PAL

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
INTEGRAGCAO POR MEIO DA < e .| Iniciagio Cientifica
TABELA DE PONTOS - FORMULA | 08/09/2016 ggﬁfﬁﬁ?ﬁn %Mc& com Bolsa Engenharia Civil
DE SIMPSON RN AN Tt Institucional

INTEGRAGAO POR MEIO DA TABELA DE PONTOS - FORMULA DE SIMPSON

Numero de pontos: 3

Obs: f(x) e suas derivadas a primeira e a segunda devem ser continuas no intervalo dos pontos

Figura 45: Pagina para Integracdo pela Formula de Simpson a partir de uma tabela de

pontos.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opcGes: ou gerar a tabela de dados na propria pagina,
a partir do nimero de pontos escolhido, clicando no botdo “GERAR”, e digitar os valores
(Fig. 46 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o

padrdo apresentado ao se clicar no botao “EXEMPLO de TXT” (Fig. 47 a seguir).

INTEGRACAO POR MEIO DA TABELA DE PONTOS - FORMULA DE SIMPSON

Mumero de pontos: |3

| GERAR | OU | Escolher arguive | 3 pontos.txd LER | ****** | EXEMPLO de TXT |

Obs: f(x) e suas derivadas 3 primeira e a segunda devem ser continuas no intervalo dos pontos.

x -2 7 3
f(x)||-5

CALCULAR

Figura 46: Tabela de pontos digitada na pagina.
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4

Arquive  Editar  Fo
L]-2]|1]3
L|3]|e|-3

Figura 47: Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botdo “CALCULAR”, mostrado na
Fig. 46 anterior, e ira aparecer o resultado da integral e o gréafico dos pontos gerado. A Fig. 48
a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 46.

integral = 3.3333333333333335

GRAFICO dos pontos

UUUUU

-~ e OO

UUUUU

-3.8000-2.5400-1.2800-:0.02001.2400 2.50003.7600 5.0200 6.2 800 7.5400 8.8000

X

Gerar Relatario

Figura 48: Valor da Integral da funcéo e a Interpretacdo grafica — Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 48 anterior. O
relatorio € em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve explicacdo tedrica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 49, mostra o

relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 46.
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- NEV: Nticleo de Engenharia Virtual
Titulo: Integragéo por meio da Tabela de pontos - Formula de Simpson
INSTITUTO FEDERAL DE Deta 06/00/2010
5 Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
...qumw flmm ETECNOLOSIA rientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
Tipo: Iniciagdo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

SAQ PAUL

o
I= / Fflz)dx

Numero de pontos=3

Tabela de Pontos:

X f(x)
-2.0000 -5.0000
7.0000 0.000
3.0000 9.0000

Para resolver a integral pela férmula de Simpson utiliza-se um polinémio de 2° grau. O polindmio de grau 2 que
aproxima a fung&o original f(x) pode ser obtido, por exemplo, por Lagrange.

O célculo aproximado da integral de f(x), com “2n” intervalos de amplitude “h” diferentes, é calculado de trés em trés
pontos, somando sempre o valor anteiror.

T(f,h)= Tanterior + (h/3*(f(x[2*i-2])+(4*f(x[2*i-1])+f(x[2*i])))

Obs.: Nos casos, em que os "h" forem iguais, pode-se utilizar a formula a seguir:

sty =[SO+ GO+ LG+ S5t [ )] }
EREEERES: VACH Y LEN B €O Ry N | Ry L e o)

Abaixo segue a resolugao da Férmula de Simpson:

n=(np-1)/2=(3-1)/2=1

inte=0

h[1]=(x[2]-x[0])/2=(3.0000-(-2.0000))/2=2.5000
inte=inte+((h[1]/3)*(fF(x[0])+(4*f(x[1]))+f(x[2])))=0.000+((2.5000/3)*(-5.0000+4*(0.000)+(0.0000)))=3.3333

Segue abaixo grafico da fungao dada a partir dos pontos:




GRAFICO dos pontos

11.8000
9.8400
7.8800 -
5.9200 -
3.9600
p(x) 2.0000
0.0400 @
-1.9200
-3.8800 |
-5.8400 |
-7.8000
-3.8000 -2.5400 -1.2800 -0.0200 1.2400 2.5000 3.7600 5.0200 6.2800 7.5400 8.8000

A seguir apresenta o algoritmo principal para o célculo de integral de uma fungao, pela Férmula de Simpson, a partir
de uma tabela de pontos:

//No caso de intervalos diferentes (numa tabela de (2n+1) pontos (0 a 2n)):
1: inte=0;

2: parak=1 atén

3: h(k)=(x(2k)-x(2k-2))/2;

4: inte=inte+((h(i)/3)*(f(x(2k-2)) +4f(x(2k-1)+f(x(2k)))

5: fim do para k

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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Figura 49: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 46.
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3.9. Derivagdo Numeérica

3.9.1.Pela Fung¢ao

A pégina paraDerivacdo Numérica a partir de uma funcéo apresenta-se como a Fig.50 a
sequir.

S
INSTITUTO FEDERAL DE
' [ EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV
Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
DERIVAC A0 NUMERICA DE 2110001 Isabela Cassia Prof. Gustavo Cabrelli || Iniciagdo Cientifica com 230
FUNCAO - TAYLOR V02016 | 5 inical Paza Nirschl Bolsa Institucional Engenharia Civil

DERIVACAQ NUMERICA DE FUNCAO - TAYLOR

FUNCAO f(x): (Obs.: A funcio deve estar em linguagem Javascript, caso necessite, clique em "ATUDA")
5"Math.pow(x,3)7"x 1VAJUD'A | TESTAR femx = I

xb a calcular as derivadas:
0

mtervalo de x (quanto menor. melhor):
0.01

[[cALcuLAR |

Figura 50: Pagina para Derivacdo Numerica a partir de uma funcgéo.

Para iniciar os calculos ¢ preciso escrever a funcdo, por meio do botdo “AJUDA”, ¢
possivel visualizar as principais funcdes matematicas na linguagem Javascript, como esta
deverd ser escrita (Fig. 51 abaixo). O botao “TESTAR f em x=" ¢é para testar se a fungdo foi
digitada corretamente na linguagem Javascript. Depois de digitado a funcdo, o “xb” e o
intervalo entre os X, clica-se no botdo “CALCULAR”, mostrado na Fig. 50 anterior, e ira

aparecer os resultados das derivadas. A Fig. 52 a seguir apresenta um exemplo da Fig. 50.
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vip.ifsp.edu.br diz
Digite a fungdo considerando:

sinal de multiplicagdo: *

x elevando a n: Math.pow(x,n)

numero de Euler (e=2.718281828459045): Math.E
exponencial de x: Math.axp(x)

numero pi (pi=3.14..): Math.Pl

cosseno de x (radianos): Math.cos(x)

legaritmo de n: Math.log(n)

Teste a fungdo (botdo TESTAR fem x =) para ver se ela foi digitada
corretamente.

Entre em: http:/fwww.w3schoals.com/jsref/jsref_obkj_math.asp para mais
informagdes.

Figura 51: FuncBes matematicas na linguagem Javascript.

derivada a primeira por diferenca ASCENDENTE --= df ( 0 )= -5.9995

derivada a primeira por diferenca DESCENDENTE -—= df ( 0 ) = -6.9995

derivada a primeira por diferenca CENTRAL --> df (0 ) =-6.9995

derivada a seounda por diferenca CENTRAL = d2f{01=10

Gerar Relatcno

Figura 52: Valores das Derivadas — Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatério”, depois do resultado final, conforme a Fig. 52
anterior. O relatorio é em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve
explicacdo teorica e o algoritmo principal para o estudo de calculo numérico. A figura a

seguir, Fig. 53, mostra o relatério para o exemplo da Fig. 50.
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. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Derivagdo Numeérica de Fungé&o - Taylor
INSTITUTO FEDERAL DE b L
Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
== ED\I,JFAZT,;IMUA FTECNOLSIA rientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
ampus Votuporanga Tipo: Iniciagdo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

Fungao f(x): 5*Math.pow(x,3)-7*x

xb a calcular as derivadas: 0
Intervalo de x: 0.01

A derivada em um ponto x0 de uma fung&o y=f(x) representa a taxa de variagdo instantanea de y em
relagdo a x neste ponto x0 e pode ser denotada como f'(x0)

Graficamente, a derivada é interpretada como o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f(x)
em um ponto x0.

Com uma variagdo em torno de x, sdo obtidas 3 possibilidades para o calculo numérico aproximado
do valor da derivada a primeira da fungao num ponto x0 (chamado Método das Diferengas Finitas).
Abaixo estdo as 3 possibilidades (Ascendente, Descendente, Central):

***Diferenga Ascendente ou Avangada (12 Ordem)

' Ix (@)= (FIx(i+D)]-fx@D])/h

Abaixo segue a resolugao para o exemplo:

f '[0]=(f[0+0.01][0])/h=-0.07000-(0.000)/0.01=-6.9995

***Diferenga Descendentes ou Atrasada (12 Ordem)
' Ix ()= (FIx@)-Ix(-1)D)/h
Abaixo segue a resolugao:

f '[0]=(f[0]-[0-0.01])/h=0.000-(0.07000)/0.01=-7.000

***Diferenga Central ou Centrada (22 Ordem)

f'Ix(i)]= (FIx(i+1)1-f[x(i-1)])/2*h

Abaixo segue a resolugdo:

f '[0]=(f[0+0.01]-f[0-0.01])/2*h=-0.07000-(0.07000)/0.02=-6.9995

Além das derivadas a primeira, segue uma possibilidade de célculo de derivada a segunda, por
DIFERENGCA CENTRAL:

***Diferenga Central

' Ix@)]=(x(+1)-2*f[x O)+Ix(i- 1)) /h"2
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Abaixo segue a resolugao:
f "[0]=(f[0+0.01]-2*f[0]+f[0-0.01])/h*2=-0.07000-(2*0.000)+(0.07000)/0.0001=-0.07000
A seguir apresenta-se o algoritmo principal para encontrar o valor das derivadas:

: Dado f(x), xb, e h:

: //célculo da derivada 12 em xb, ascendente

. f'asc=(f(xb+h)-f(xb))/h

: //célculo da derivada 12 em xb, descendente

. f'des=(f(xb)-f(xb-h))/h

: //célculo da derivada 12 em xb, central

: f'cen1=(f(xb+h)-f(xb-h))/2*h

: //célculo da derivada 22 em xb, central

. f "cen2=(f(xb+h)-(2*f(xb))+f(xb-h))/Math.pow(h,2)

OCoOO~NOUTAWN —
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Figura 53: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 50.
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3.9.2. Pela Tabela de Pontos

A pégina para Derivacdo Numérica a partir de uma tabela de pontos apresenta-se como a
Fig.54 a seguir.

®
o e
i i@
Eﬁ ] _‘}lNS“TUYOFEDERALDE
USRI _;swcucAo CIENCIA E TECNOLOGIA
=N
VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV
Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
DERTVACAO NUMERICA Isabela Cassia Prof. Gustavo Cabrelti | Lmiciagdo Cientifica
TABEL A DE PONTOS - TAYLOR 112006 | D inical Pagra Nirschl cant Bolsa Hogenhatia:Ciml
Institucional
DERIVAGAO NUMERICA - TABEL A DE PONTOS - TAYLOR
| GERAR |

Figura 54: Pagina para Derivacdo Numeérica a partir de uma tabela de pontos.

Para iniciar os célculos, clica-se no botido “GERAR”, e digite os valores (Fig. 55 a seguir)
de cada coordenada dos pontos.

DERIVACAQ NUMERICA - TABEL A DE PONTOS - TAYLOR.

GERAR

X |1

2 |
- f=)f 0 &

%]

| caLCULAR | Calculos das denivadas no ponto central da tabela (x1)

Figura 55: Tabela de pontos digitada na pagina.

Depois de digitar a tabela de pontos, clica-se no botdo “CALCULAR?”, mostrado na Fig.

55 anterior, e ird aparecer os resultados das derivadas. A Fig. 56 a seguir apresenta um
exemplo da tabela da Fig. 55.
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calcuULar [ Caleulos das dertvadas no ponto central da tabela (%10

derivada 3 primeira por diferenca ASCENDENTE = af ( 2.0000y=2

derivada & primeira por diferenca DESCEMDENTE —= df { 20000 3=-1

derivada & primeira por diferenca CENTEAL — df ( 2.00007=03

derivada & segunda por diferenca CENTRAL —— d2f( 2.00003=21

Gerar Relatorio

Figura 56: Valores das Derivadas — Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatério,
clicando no botao “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 56 anterior. O
relatorio € em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve explicacao teorica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 57, mostra o
relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 55.
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‘ NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Derivag@o numérica Tabela de pontos - Taylor
] . Data: 11/11/2016
Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
. Em"'m S_A_O'H ENCIATECHOLOGIA Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
s Ca Tipo: Iniciagéo Cientifica
Curso: Engenharia Civil

Tabela de Pontos:

X f(x)
1.000 1.000
2.0000 0.000
3.0000 2.0000

A tabela deve ter trés pontos, sendo o intervalo de x constante (h = x2-x1 = x1-x0). As derivadas
sempre serdo calculadas no ponto central da tabela (x1).

Segundo o chamado Método das Diferencgas Finitas, existem 3 possibilidades para o calculo numérico
aproximado do valor da derivada no ponto x1:

Ascendente, Descendente e Central.

***Derivada a primeira por Diferenga Ascendente ou Avangada (12 Ordem)

f'[x1]=(f[x2]-f[x1])/h

f [x1]=(f[x2]-f[x1])/h=(2.0000-(0.000))/1.000=2.0000

***Derivada a primeira por Diferenga Descendente ou Atrasada (12 Ordem)
f'[x1]=(f[x1]-f[x0])/h
f '[x1]=(f[x1]-f[x0])/h=(0.000-(1.000))/1.000=-1.000

***Derivada a primeira por Diferenga Central ou Centrada (22 Ordem)

f'[x1]=(f[x2]-f[x0])/2*h

f '[x1]=(f[x2]-f[x0])/2*h=(2.0000-(1.000))/1.000=0.5000

Além das derivadas a primeira, segue uma possibilidade de calculo de derivada a segunda, por
DIFERENCA CENTRAL:

***Derivada a segunda por Diferenga Central:

f '[x1]=(f[x2]-2*f[x 1]+f[x0])/h*2

f '[x1]=(f[x2]-2*f[x1]+f[x0])/h*2=(2.0000-2*(0.000)+(1.000))/1=21.0000

A sequir, apresenta-se o algoritmo principal para encontrar os valores das derivadas:
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1: Dado x0, x1 e x2 e f(x0), f(x1) e f(x2):

2: //célculo da derivada a 12 em x1, ascendente
3: fasc=(f(x2)-f(x1))/h

4: //célculo da derivada a 12 em x1, descendente
5: fdes=(f(x1)-f(x0))/h

6: //célculo da derivada a 12 em x1, central

7: fcen1=(f(x2)-f(x0))/2*h

8: //célculo da derivada a 22 em x1, central

9: f'cen2=(f(x2)-(2*f(x1))+f(x0))/Math.pow(h,2)

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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Figura 57: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 55.
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3.10.  Aproximagéo Polinomial

A pégina para Aproximacéo Polinomialapresenta-se como a Fig.58 a seguir.

g%@

] 1) INSTITUTO FEDERAL DE
i’ EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV
Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
s e Iniciagdo Cientifica
APROXIMAC A0 POTENCIAL 11112016 | LabelaCassia Prof. Gustavo Cabrelli || Botea Engerharia Civil
Dominical Parra Nirschi
= — Institucional
APROXIMACAQ POTENCIAL

Numero de pontos: [3
[GERAR |

OU | Escolner arquivo | Nenhum arquivo selecionado [ LER | ****** [ EXEMPLO de TXT |

Figura 58: Pagina para Aproximacao Polinomial.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opcGes: ou gerar a tabela de dados na propria pagina,
a partir do nimero de pontos escolhido, clicando no botao “GERAR”, e digitar os valores
(Fig. 59 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o

padrdo apresentado ao se clicar no botao “EXEMPLO de TXT” (Fig. 60 a seguir).

APROXIMACAOQ POTENCIAL
Nimero de pontos: 3

GERAR

QU | Escolher arquivo | Nenhum arquive selecionado | LER | ***+*** | EXEMPLO de TAT

Obz: Oz valores de x e de fix) devem ser zero ou maicres.

X N = 7 J
#x[o o5 1] 2]
CALCULAR

Figura 59: Tabela de pontos digitada na pagina.
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4

Arquive  Editar  Fo
L]-2]|1]3
L|3]|e|-3

Figura 60: Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botdo “CALCULAR”, mostrado na
Fig. 59 anterior, e ira aparecer o polindmio, o grafico com os pontos gerado e a fungédo
aproximadora. A Fig. 61 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 59.

ol = 1193468 77504482 3% 0. 57232566662 32655

Obs: a fimcdo ndo possw resultado quando, sinultaneamente, x=0 e seu expoente=1

GRAFICO de p(x) e pontos

Gerar Relatorio

Figura 61: Polindmio, o grafico com os pontos e a funcdo aproximadora— Resultado Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 61 anterior. O
relatorio € em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve explicacédo tedrica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 62, mostra o

relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 60.
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Numero de pontos=3

Tabela de Pontos:

NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
- Titulo: Aproximag&o Potencial
. Data: 11/11/2016
{0 INSTITUTO FEDERAL DE v ~ Tt
D' ’ Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
" A0, CIEN A St
‘ ED?CAC _o‘_‘cl CRETECNOLOSIA rientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl

Tipo: Iniciagao Cientifica
Curso: Engenharia Civil

X f(x)
1.000 9.0000
5.0000 25.0000

7.0000 1.000

Uma fungao aproximadora é uma fungao que segue a tendéncia dos dados, mas nao necessariamente
passa por todos os pontos.

Além do uso para extrapolagao do dominio, a fungao aproximadora também é indicada quando o
numero de pontos é muito grande.

A aproximagao por uma fungao potencial, do tipo y=a*(x*b), é calculada pelo Método dos Minimos
Quadrados com alguns ajustes.

Primeiramente deve se aplicar o logaritmo neperiano (Ln) dos dois lados da fungao, tornando-a do tipo
In(y)=In(a)+b*In(x).

E assim se faz uma analogia entre a fungao exponencial e uma polinomial de grau 1 (linear) do tipo
z=a0+al*k:

z=In(y)=In(f(x))

a0=In(a)

al=b

k=In(x)

A partir desta fungdo "linearizada’, aplica-se o Método dos Minimos Quadrados.

Abaixo segue a tabela de pontos depois de aplicados os logaritmos:

k Z
0.000 2.1972
1.6094 3.2189
1.9459 0.000

Aplicando o método dos minimos quadrados linear, encontra-se um sistema de equagdes lineares,
que pode ser escrito da seguinte forma:

(n=1) 3k l— - “ E: ‘

n ¥

| _
! T L,-’ -Y';f:. '-ﬂl-l uv A <1
Ao B

Abaixo segue o sistema formado na forma matricial:
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3.0000 3.5553 54161
3.5553 6.3767 5.1805

Este sistema pode ser resolvido, por exemplo, por Gauss, que pode ser estudado em http://vtp.ifsp.

edu.br/nev/Sistema-gauss/sistemagauss.php?. Para tanto, utilize o arquivo txt gerado juntamente
com este relatério, que pode ser lido pelo referido programa.

Resolvendo o sistema acima encontram-se os seguintes valores de a:
al1=-0.5723
a0=2.4836

Finalmente, para voltar a fungao potencial original, y=a*(x"b), deve-se fazer:
a=e"al

b =al.

Com isso a fungao potencial formada é:

-0.5723

p(x) = 11.9847*x

Segue abaixo grafico da fungdo dada a partir dos pontos:

GRAFICO de p(x) e pontos

p(x) 13.0000

-0.2000 0.6400 1.4800 2.3200 3.1600 4.0000 4.8400 5.6800 6.5200 7.3600 8.2000

X

A seguir, apresenta-se o algoritmo principal para montar a matriz para encontrar a fungao
aproximadora:

1: f=-1;

2: parac=1 até p+1{//colunas — p é o grau do polinémio
3: paral=1 até p+1{//linhas

4: e=I+f,
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soma=0;

somal=0
parai=0 até n {//n+1 pontos
soma=soma+Math.pow(xplil,e);

somal=somal+(fxp[i*Math.pow(xplil,(-1)));;

10: } fimdo parai

11: a(l,c)=soma

12:  b(l)=somal

13:} fim do parall

14: f=f+1,

15:} fimdo parac

16:a(1,1)=n+1;

17:Execute o algoritmo de Eliminagédo de Gauss. //http://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-gauss/

sistemagauss.php?

0 Noo

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

RUGGIERO, M.A.G; LOPES, V.L.R. Calculo numérico: aspectos tedricos e computacionais. 2.ed. Sdo
Paulo: Makron Books, 1996.

SWOKOWSKI. Célculo com Geometria Analitica. Sao Paulo. Makron Books, 1995.

QUADROS, Régis S. de; BORTOLI, Alvaro L. de. Fundamentos de Célculo Numérico para Engenheiros.

Porto Alegre, 2009. Disponivel em < http://www.inf.ufrgs.br/~rlflupchinski/files/20112/NUMERICO/
numerico-bortoli.pdf . Acesso em outubro de 2014.

Figura 62: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 60.
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3.11.  Aproximagdo Exponencial

A pégina para Aproximacdo Exponencialapresenta-se como a Fig.63a seguir.

ﬁ

()
B0 0 O e

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV
Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
# . SN = Iniciagdo Cientifica
APRONXIMACAOEXPONENCIAL | 1111201 | abelaCassia Prof Gustavo Cabrelli | 0 Botsa Engenharia Civil
Dominical Parra Nirschl Tostitacional

APROXIMAC A0 EXPONENCIAL
Ntumero de pontos: [3
| GERAR |

OU|'EscoI|le_rirqu'wo | Nenhum arquivo selecionado iER‘_{ FEEEEE | EXEMPLO de Tfl'_l

Figura 63: Pagina para AproximacaoExponencial.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opcGes: ou gerar a tabela de dados na propria pagina,
a partir do nimero de pontos escolhido, clicando no botao “GERAR”, e digitar os valores
(Fig. 64 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o

padrdo apresentado ao se clicar no botao “EXEMPLO de TXT” (Fig. 65 a seguir).

APROXIMACAQ EXPONENCIAL
MNiumero de pontos: |3

GERAR

OU | Escolher arquivo | Nenhum arguive seletionade | LER | ¥*+++* | EXEMPLO de TXT

Obs: Os valores de f1x%) deveimn ser Fero ol iMaiores.

]
o
%]
—
n
ip
I_I—

ﬂxl 11

CALCULAR |

Figura 64: Tabela de pontos digitada na pagina.
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Arquive  Editar  Fo
L]-2]|1]3
L|3]|e|-3

Figura 65: Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botdo “CALCULAR”, mostrado na
Fig. 54 anterior, e ira aparecer o polindmio, o grafico com os pontos gerado e a fungédo
aproximadora. A Fig. 66 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 64.

plx) = 623533065021 1246+ 0.022053 1974683134 )

GRAFICO de p(x) e pontos

£ & =
= R un

U

Gerar Relatorio

Figura 66: Polindmio, o grafico com os pontos e a funcdo aproximadora — Resultado

Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 66 anterior. O
relatorio € em PDF e contém a resolucao detalhada, além de uma breve explicacdo tedrica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 67, mostra o

relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 64.
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Numero de pontos=3

Tabela de Pontos:

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAO, CIENCIA ETECNOLOGIA

NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Aproximag&do Exponencial

Data: 11/11/2016

Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
Tipo: Iniciagao Cientifica

Curso: Engenharia Civil

X f(x)
5.0000 11.0000
8.0000 2.0000

15.0000 6.0000

Uma fungao aproximadora é uma fungao que segue a tendéncia dos dados, mas nao necessariamente
passa por todos os pontos.
Além do uso para extrapolagao do dominio, a fungao aproximadora também é indicada quando o
numero de pontos é muito grande.

A aproximagao por uma fungao exponencial, do tipo y=a*(e*(b*x)), é calculada pelo Método dos
Minimos Quadrados com alguns ajustes.

Primeiramente deve se aplicar o logaritmo neperiano (Ln) dos dois lados da fungéo, tornando-a do tipo

In(y)=In(a)+b*x.

E assim se faz uma analogia entre a fungao exponencial e uma polinomial de grau 1 (linear) do tipo

z=al0+al*x:
z=In(y)=In(f(x))
a0=In(a)

al=b

A partir desta fungao "linearizada", aplica-se o Método dos Minimos Quadrados.

Abaixo segue a tabela de pontos depois de aplicado o logaritmo:

X z
5.0000 2.3979
8.0000 0.6931
15.0000 1.7918

Aplicando o método dos minimos quadrados linear, encontra-se um sistema de equagdes lineares,
que pode ser escrito da seguinte forma:

(1) Tx a1 | 2 |

Y. Yx? CﬁJ Sz %
%. et | [ I

Abaixo segue o sistema formado na forma matricial:

3.0000 28.0000 4.8828
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28.0000 314.0000 44.4113

Este sistema pode ser resolvido, por exemplo, por Gauss, que pode ser estudado em http://vtp.ifsp.
edu.br/nev/Sistema-gauss/sistemagauss.php?. Para tanto, utilize o arquivo txt gerado juntamente
com este relatério, que pode ser lido pelo referido programa.

Resolvendo o sistema acima, encontram-se os seguintes valores de a:
al1=-0.02205
a0=1.8334

Finalmente, para voltar a fungdo exponencial original, y=a*(e*(b*x)), deve-se fazer:
a=e"al

b =al.

Com isso a fungao exponencial formada é:

p(x) = 6.2553%¢ 22

Segue abaixo grafico da fungdo dada a partir dos pontos:

GRAFICO de p(x) e pontos

12.8000
11.5400
10.2800
9.0200
7.7600
p(x) 6.5000

5.2400 #\\_\K

2.7200 -
1.4600
0.2000

3.0000 4.4000 5.8000 7.2000 8.6000 10.000011.400012.800014.200015.500017.0000

<
=
1

X

A seguir, apresenta-se o algoritmo principal para montar a matriz dos coeficientes para encontrar a
fungao aproximadora:

s f=-1;
:parac=1 até p+1{//colunas — p é o grau do polinébmio
para |=1 até p+1 {//linhas
e=|+f;
soma=0;
somal=0
parai=0 até n {//n+1 pontos

N @ik W=
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8: soma=soma+Math.pow(xplil,e);

9: somal=somal+(fxp[i*Math.pow(xplil,(-1)));;
10: } fimdo parai

11: a(l,c)=soma

12:  b(l)=somal

13:} fim do para |

14: f=f+1;

15:} fimdo parac

16: a(1,1)=n+1;

17: Execute o algoritmo de Eliminagao de Gauss. //http://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-gauss/
sistemagauss.php?
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Figura 67: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 64.
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3.12.

A pégina para Aproximacgdo Potencialapresenta-se como a Fig.68a seguir.

Aproximacéo Potencial

e

1 INSTITUTO FEDERAL DE
*| EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA

. AD PAULC
VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV
Titulo Data Autor Orientador Tipo Curso
APROXIMACAO POLINOMIAL - LatelyCassis Prof Gustavo Cabrelli | [iciagdo Cientifica
& ° LIA120167 (| R e s dm e T com Bolsa Engenharia Crvil
MMQ Dominical Parra Nirschl Tastitocional S

APROXIMACAO POLINOMIAL - METODO DOS MINIMOS QUADRADOS
Numero de pontos: [3
[GERaR |

OU [ Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado [ LER | ****** | EXEMPLO de TXT |

Figura 68: Pagina para Aproximacao Potencial.

Para iniciar os calculos, tem-se duas opcGes: ou gerar a tabela de dados na propria pagina,

a partir do nimero de pontos escolhido, clicando no botao “GERAR”, e digitar os valores

(Fig. 69 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o

padrdo apresentado ao se clicar no botao “EXEMPLO de TXT” (Fig. 70 a seqguir).

APROXIMACAO POLINOMIAL - METODO DOS MINIMOS QUADRADOS
Nimero de pontos: [3

GERAR

OU | Escolher arquivo | Nenhum arquivo selecionado | LER | ******| EXEMPLO de TXT |

X 8 20 18

ﬂxl 30 48 =0 -
Graw do polindimio aproxsimadeor: [2

| CALCULAR |

k
e

Figura 69: Tabela de pontos digitada na pagina.
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4

Arquive  Editar  Fo
L]-2]|1]3
L|3]|e|-3

Figura 70: Exemplo de TXT

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos deve se escolher o grau do polindmio, e
depoisclica-se no botdo “CALCULAR”, mostrado na Fig. 69 anterior, e ird aparecer o
polinbmio, o gréafico com os pontos gerado e a funcdo aproximadora. A Fig. 71 a seguir
apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 69.

p(x) = -22.0000 + (250007 =t + (-D.2500)"x=

GRAFICO de p(x) e pontos

pix) 401245

______

Zerar Relatdrio

Figura 71: Polindmio, o grafico com os pontos e a funcdo aproximadora — Resultado

Final.

Por fim, como principal objetivo para a criacdo da pagina, € possivel gerar o relatorio,
clicando no botdo “Gerar Relatorio”, depois do resultado final, conforme a Fig. 71 anterior. O
relatorio € em PDF e contém a resolucdo detalhada, além de uma breve explicacdo teorica e o
algoritmo principal para o estudo de célculo numérico. A figura a seguir, Fig. 72, mostra o

relatorio para os pontos exemplificados na Fig. 70.
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! NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
Titulo: Aproximag&o Polinomial

. Data: 11/11/2016
INSTITUTO FEDERAL DE v ~ Tt
.. Autor: Isabela Cassia Dominical Parra
ICAGAO, CIEN! A St
g EDl‘J ‘ ,-_ff' CRETECNOLOSIA rientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
~ Tipo: Iniciagao Cientifica

Curso: Engenharia Civil
Numero de pontos=3

Tabela de Pontos:

X f(x)
8.0000 30.0000
20.0000 48.0000
16.0000 50.0000

Grau do Polindmio = 2

Uma fungéo aproximadora é uma fungao que segue a tendéncia dos dados, mas nao necessariamente
passa por todos os pontos.

Além do uso para extrapolagao do dominio, a fungao aproximadora também é indicada quando o
numero de pontos é muito grande, o que gera uma fungéo interpoladora polinomial de alto grau.

Neste programa, a aproximagao por polindmios é feita por meio do Método dos Minimos Quadrados.
Seja uma fung@o polinomial aproximadora de grau "p", do tipo g(x)= a0+ al*(x*1)+a2*(x*2)+...+
ap*(x*p), e a fungao analitica f(x) que passa por todos os pontos.

Obviamente, em cada ponto, ocorre um erro dado por: r(x)= f(x)-g(x).

A funcdo M, dos erros minimos quadrados, é dada por:

n

M(ap,a1,. ... ) = Z rZ(z) = Zf(r,) — g(z:)]?

i=( i=0

A fim de minimizar os erros (ou a fungédo M), aplica-se a derivada parcial de M em relagdo a cada
varidvel "ai", encontrando-se um sistema de equagdes lineares que pode ser escrito da forma a seguir.
Sua resolugao permite encontrar as variaveis "ai’, que formam a fungao aproximadora.

(n=1) Z‘c z.‘c:: E‘c‘ ' { ) Sf(:c:_]
5 i | ay | | 7 .
- = .2 = -~ ) .
z.‘cr Et’ E‘c Zx_. la | | Sf' (), |
\— 2 \— 3 T 4 R a9 l=] \7 2|
PIEADIES 2% Er Ty S x|
' L, | a, |
~ _r 3 Qi 2 — 1 - T % 7
2% T X Z‘x:" Zt | ‘ z S |
Para os dados de entrada que temos:
3.0000 44.0000 | 720.0000 128.0000
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44.0000 720.0000 12608.0000 2000.0000
720.0000 12608.0000 229632.0000 33920.0000

Este sistema pode ser resolvido, por exemplo, por Gauss, que pode ser estudado em http://vtp.ifsp.

edu.br/nev/Sistema-gauss/sistemagauss.php?. Para tanto, utilize o arquivo txt gerado juntamente
com este relatério, que pode ser lido pelo referido programa.

Resolvendo o sistema acima, encontram-se os seguintes valores de "ai":
a2=-0.2500

a1=8.5000

a0=-22.0000

Com isso a fungao aproximadora polinomial encontrada é:
p(x) = -22.0000+(8.5000)*x +(-0.2500)*x"

Segue abaixo o gréfico da fungdo aproximadora e os pontos (dados de entrada):

GRAFICO de p(x) e pontos

54,2989
51.4640 -
48.6291 , S — ¥
45.7943
42.9594 -
p(x) 40.1245 -
37.2897 |
34.4548 /
311.6199 -
28.7851 -

25.9502
5.

6000 7.2800 8.9600 10.640012.320014.000015.680017.360019.040020.720022.4000

X
A seguir, apresenta-se o algoritmo principal para montar o sistema matricial que gera o polindémio
aproximador:

1: f=-1;
2: parac=1 até p+1{//colunas — p é o grau do polinémio

parai=0 até n {//n+1 pontos
soma=soma+x(i)*e;

3: paral=1 até p+1{//linhas
4: e=|+f;

5. soma=0;

6: somal=0

7.

8:
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9: somal=somal+(f(xi)*(x())*(-1)));

10: } fimdoparai

11: a(l,c)=soma

12:  b(l)=somal

13:} fim do para |

14: f=f+1;

15: } fimdo parac

16: a(1,1)=n+1;

17: Execute o algoritmo de Eliminagao de Gauss. //http://vtp.ifsp.edu.br/nev/Sistema-gauss/
sistemagauss.php?
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Figura 72: Relatorio gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 70.
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Os programas para o Método de Euler para Solucao de PVI’s de Ordem 1, para o
Método de Runge-Kutta para o calculo de PVI’S de ordem 1 e para Método das diferengas
finitas para a resolugdo de PVC’S de segunda ordemestdo também postados na pagina no
NEV.
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CAPITULO 4

CONCLUSOES

O relatorio PDF detalhando os passos da resolugdo contribui significativamente para o
estudo de cada método. O meio on-line foi escolhido para propiciar praticidade e auséncia de
custos aos estudantes e profissionais. Cabe ressaltar que este projeto faz parte de um grupo de
pesquisa do CNPq e possui outras paginas com programas na area de Calculo Numerico e

Engenharia Civil (acesse 0 NEV: http://vtp.ifsp.edu.br/nev/).
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