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RESUMO 

 

 

Atualmente, a maioria dos softwares apresenta somente a resposta final, escondendo toda a 

rotina de cálculo. Objetivando ajudar alunos de Engenharia e auxiliar professores em aula, 

estão sendo desenvolvidos alguns programas disponibilizados on-line que auxiliam no estudo 

de Cálculo Numérico aplicado à Engenharia Civil. Diferentemente da maioria dos softwares, 

estes têm como foco principal contribuir com os estudos, sendo que é possível gerar um 

relatório PDF explicativo contendo a resolução interna realizada pelo programa, uma breve 

explicação da teoria envolvida e o algoritmo principal do método exposto. Foram 

desenvolvidos programas para a resolução de sistemas lineares por Fatoração LU com 

pivoteamento parcial, por Gauss-Jacobi e por Gauss-Seidel, para a interpolação e 

aproximação de dados, e também para integração e derivação numérica.  Os programas estão 

disponibilizados no próprio site da instituição (Instituto Federal de São Paulo - Campus 

Votuporanga), sendo parte do grupo de pesquisa cadastrado no CNPq: NEV (Núcleo de 

Engenharia Virtual). 

 

Palavras-chave:Cálculo Numérico. Fatoração LU. Gauss- Seidel. Gauss- Jacobi. 

Interpolação.Aproximação.IntegraçãoNumérica. DerivaçãoNumérica. 
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ABSTRACT 

 

Currently, most softwares shows only the final solution, hiding all routine calculation. Aiming 

to help engineering students and assist teachers in the classroom, they are being developed 

some online programs that assist in Numerical Calculus study applied to Civil Engineering. 

Unlike most, these softwaresare mainly focused on contributing to the studies, so it is possible 

to generate an explanatory PDF report containing the internal resolution performed by the 

program, a brief explanation of the theory involved, and the main algorithm of the performed 

method. Programs have been developed for solving linear systems LU factorization with 

partial pivoting for Gauss-Jacobi and Gauss-Seidel, for interpolation and approximation of 

data, and also for integration and numerical differentiation. Programs are available on the 

Web site of the institution (Instituto Federal de São Paulo - Campus Votuporanga), being part 

of the research group registered in the CNPq: NEV (Virtual Engineering Center). 

 

Keywords: Numerical calculation. LU factorization.Gauss-Seidel.Gauss-

Jacobi.Interpolation.Approach. Numericalintegration. NumericalDerivation.
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CAPÍTULO 1 

 

INTRODUÇÃO 

 

Atualmente, com o avanço das tecnologias, é possível utilizar programas de 

computador comerciais ou criar softwares de acordo com a necessidade. A maioria dos 

softwares apresenta somente os resultados finais. Pode-se citar como exemplo o FTOOL 

(2012), programa de análise estrutural e o TQS (2015), sobre dimensionamento de concreto 

armado. 

O grupo de pesquisadores que formam o NEV – Núcleo de Engenharia Virtual 

(http://vtp.ifsp.edu.br/nev) elabora, entre outros, páginas da internet com programas que, além 

de mostrar os resultados finais, apresentam todo o desenvolvimento dos cálculos, a teoria 

básica para entendimento do método e também o algoritmo principal utilizado, auxiliando 

alunos, profissionais recém-formados e professores que quiserem utilizar os programas no 

ensino-aprendizado. 

No caso deste relatório, serão apresentadas páginas para a resolução de sistemas 

lineares por Fatoração LU com pivoteamento parcial, por Gauss-Jacobi, e por Gauss-Seidel, 

para a interpolação polinomial, interpolação por Lagrange e usando a Fórmula de Newton, 

aproximação de dados de função polinomial, exponencial e potencial, derivação numérica e 

integração numérica pela Regra dos Trapézios e pela Formula de Simpson, conteúdo que 

podem ser encontrados em Quadros e Bortoli (2009). 

A evolução tecnológica motivou a utilização da programação direta em páginas de 

internet, por meio da linguagem HTML/Javascript, que pode ser estudada em W3... (2015). 

 

 

 

 

 

http://vtp.ifsp.edu.br/nev
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CAPÍTULO 2 

 

APRESENTAÇÃO TEÓRICA 

 

Na engenharia, sabe-se que os métodos analíticos de resolução dos problemas nem 

sempre são eficazes. Nestes casos,utilizam-se métodos numéricos, que nem sempre são 

exatos, mas, se usados corretamente, têm suficiente precisão. Além disso, os métodos 

numéricossão usados na criação dos programas computacionais. 

 

2.1. Sistemas Lineares por Fatoração LU 

 

O Método da Fatoração LU é um método derivado do Método da Eliminação de Gauss 

que apresenta a vantagem de que o escalonamento é feito independentemente do vetor dos 

termos independentes. Um exemplo prático desta vantagem pode ser encontrado na 

Engenharia Civil. Para calcular os deslocamentos “x” dos nós de uma estrutura, um dos 

procedimentos é via Método dos Elementos Finitos, resolvendo um sistema linear da forma 

Ax=b, em que “A” é a matriz de rigidez, fixa para a estrutura, e o vetor “b” contém as ações 

externas, naturalmente variáveis. Sendo assim, pelo Método da Fatoração LU, é possível 

escalonar uma só vez a matriz “A” e utilizá-la para quaisquer vetores “b”. 

De acordo com Ruggiero (1996), no Método da Fatoração LU, para resolver um 

sistema linear Ax=b, realiza-se a fatoração A=LU, sendo que o sistema fica (LU)x=b. Se 

y=Ux, resolver o sistema é equivalente a resolver Ly=b e, depois, Ux=y. 

LU é um termo que vem do inglês “lower” e “upper”, já que o método se baseia na 

decomposição da matriz A na forma A = LU, onde “L” é uma matriz triangular inferior (todos 

os elementos acima da diagonal são nulos) com elementos da diagonal principal iguais a 1 e 

“U” é uma matriz superior (todos os elementos abaixo da diagonal são nulos). 
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Para encontrar “L” e “U”, faz-se o escalonamento da matriz “A”, levando em 

consideração o pivoteamento parcial, ou seja, fazendo a troca de linhas de forma que o pivô 

seja o maior valor em módulo da coluna. Antes de resolver o sistema Ly=b, as mesmas trocas 

de linhas realizadas na matriz “A” têm que ser feitas no vetor “b”. A matriz “A” escalonada é 

a própria matriz “U” e a matriz “L” contém os multiplicadores da matriz “A” escalonada 

abaixo da diagonal, também com as devidas trocas de linhas realizadas. 

Abaixo segue o esquema da resolução de uma matriz 3x3 genérica: 

 

 

Escalonando a matriz “A”, têm-se: 

 Primeira coluna 

Coeficientes: 
 

 Linha 2: 
 

 

Linha 3: 
 

 

 Segunda coluna 

Coeficientes: 
 

 Linha 3: 
 

 

 

 

Para achar os valores de x, é necessário que se resolva o sistema Ly=b, encontrando 

assim os valores de y e, depois, por retro substituição, que se resolva o sistema Ux=y. 

 

matriz “A” referente ao sistema Ax=b                                           

 

matriz aumentada referente ao sistema Ly=b 

  

 

matriz aumentada referente ao sistema Ux=y b                            
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Vale destacar que, no exemplo genérico anterior, não houve troca de linhas (pivoteamento 

parcial). Se houver troca de linhas no escalonamento de “A”, a mesma troca deve ser feita no 

vetor “b”. 

 

2.2. Sistemas Lineares Via Gauss-Jacobi 

 

Para resolver um sistema linear pelo método de Gauss-Jacobi, é necessário isolar o “x” 

de todas as equações, de acordo com os elementos da diagonal principal, como mostrado a 

seguir: 

 

 
 

 

Para sistemas que apresentem zeros nas diagonais principais, pode-se permutar linhas 

até que todos os elementos da diagonal sejam não-nulos, pois, com elementos nulos nas 

diagonais, as divisões teriam o zero como denominador. 

Para prosseguir a resolução, é necessário chutar um valor inicial para todos os “x”. 

Feito isso, basta ir substituindo os valores nas equações e ir encontrando novos valores, que 

serão utilizados na próxima iteração.A resolução chega ao fim quando as soluções 

convergirem segundo um erro menor que o estabelecido.Para os casos de soluções não 

convergirem,torna-se necessárioum número máximo de iterações. 

 

2.3. Sistemas Lineares Via Gauss-Seidel 

 

O Método de Gauss-Seidel tem quase o mesmo esquema de solução do Método de 

Gauss-Jacobi, sendo que os “x” anteriores dentro da iteração já resolvidos devem ser 

utilizados na iteração atual, e não os da iteração anterior.  

 

2.4. Interpolação Polinomial 

 

Segundo Quadros e Bortoli (2009), a interpolação de (n+1) de pontos do tipo (x, f(x)) 

leva a um polinômio p(x) de grau menor ou igual a n, na forma da Eq. 1 a seguir.  
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Desta maneira, conforme os autores citados, a obtenção do polinômio parte de um 

sistema de (n+1) equações da forma mostrada a seguir: 

 

 
 

 

Pode-se usar qualquer método numérico para resolver o sistema. No programa 

referente a este relatório, o sistema é resolvido por Eliminação de Gauss. 

 

2.5. Interpolação por Lagrange 

 

Por este método, o polinômio interpolador é suposto de uma forma que depende de 

outros polinômios, assim como mostrado a seguir: 

 

 
 
 

No caso, n é o número de pontos a interpolar menos 1. Os polinômios“ L”, conhecidos 

como polinômios de Lagrange, são supostos da seguinte forma: 

 

 
 

O “xi” e o “yi” são justamente os pontos conhecidos, a partir dos quais se quer achar 

um polinômio interpolador. 

 

2.6. Interpolação pela Fórmula de Newton 

 

Por este método, o polinômio interpolador é suposto da seguinte forma, chamado de 

fórmula de Newton: 

 

 
 

No caso, n é o número de pontos a interpolar menos 1. Os coeficientes “ dk“ são 

chamados de diferenças divididas, da forma detalhada abaixo: 

 

][0 00 xfdk   
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],[1 011 xxfdk   

],,[2 0122 xxxfdk   

(...) 

],...,,[ 01 xxxfdnk nnn   

 

Essas diferenças divididas, da forma “ ],...,,[ 01 xxxf nn   ” são calculadas da seguinte 

maneira: 

 

)(][ 00 xfxf   

(...) 

)(][ nn xfxf   

 

 

01

01

01

01
01

)()(][][
],[

xx

xfxf

xx

xfxf
xxf









  

12

12

12

12
12

)()(][][
],[

xx

xfxf

xx

xfxf
xxf









  

(...) 

1

1

1

1
1

)()(][][
],[




















nn

nn

nn

nn
nn

xx

xfxf

xx

xfxf
xxf  

 

 

0202

0112

012

_],[],[
],,[

xx

nteanteriormecalculados

xx

xxfxxf
xxxf







  

1313

1223

123

_],[],[
],,[

xx

nteanteriormecalculados

xx

xxfxxf
xxxf







  

(...) 

22

211

21

_],[],[
],,[














nnnn

nnnn

nnn
xx

nteanteriormecalculados

xx

xxfxxf
xxxf  

 

 
E assim por diante. 

 

2.7. Integração pela Regra dos Trapézios 

 

A integral de uma função “ f ” no intervalo [a,b] pode ser aproximada pela área de um 

trapézio, conforme a figura a seguir: 
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Figura: Área sob f(x) aproximada por um trapézio. Fonte: Quadros e Bortoli (2009). 

 

 Considerando o cálculo da área do trapézio mostrado na figura anterior, pode-se 

calcular a integral aproximada como: 

 
 

 A função f(x) e suas derivadas à primeira e à segunda, devem ser contínuas no 

intervalo [a,b] para que este processo seja válido.  

Quanto mais se dividir a área em “n” trapézios de alturas iguais, mais preciso será o 

valor da integral. Ao fim deve se somar todas as áreas, o que pode ser simplificado pela 

equação a seguir: 

  
 

Em que: 

n é o número de intervalos que se quer usar  

h = (b-a)/n 

f(x0) = f(a) 

f(xn) = f(b) 

xi = xi-1 + h  

 

 Se afunção estiver na forma de uma tabela de valores x,f(x), podem-se usar 

exatamente esses intervalos para aplicar a regra dos trapézios, não sendo necessário encontrar 

uma função aproximada. É preciso calcular a integral para cada intervalo, caso esses seja 

diferentes, e somar as integrais no final.  

 

2.8. Integração pela Fórmula de Simpson 

 

A integração pela Fórmula de Simpson utiliza-se de um polinômio de grau 2 que 

aproxima a função original f(x), segundo Ruggiero (2006), por interpolação polinomial de 

grau 2 com funções de Lagrange. Depois de simplificações a integral é dada pela fórmula 

abaixo: 
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Quanto maior o número de intervalos maior será a precisão da integral, Quadros e 

Bortoli (2009) apresentam o cálculo aproximado da integral de f(x), com “2n” intervalos 

constantes de amplitude “h” como: 

 

 
  

















)()(...)()()(2

)(...)()()(4)(

3
),(

222642

125310

nn

n

xfxfxfxfxf

xfxfxfxfxfh
hfS  

 

Portanto, se quisermos integrar uma função f(x) de a até b, usando intervalos 

constantes de amplitude “h”: 

 

2n é o número de intervalos que se quer usar (quanto mais, melhor) 

h = (b-a)/2n 

f(x0) = f(a) 

f(x2n) = f(b) 

xi = xi-1 + h (i=1 a 2n) 

 

 Obviamente e segundo Ruggiero (1996), “n” tem que ser par, ou seja, o número de 

intervalos tem que ser par ou o número de pontos “np” tem que se ímpar, uma vez que 

np=2n+1. 

 

 É possível o cálculo a partir de uma tabela de valores com intervalos diferentes, mas, a 

cada 3 pontos, os intervalos têm que obrigatoriamente ser iguais. Ruggiero (1996) mostra a 

expressão genérica para o cálculo de cada intervalo com 3 pontos: 

 

 

 

2.9. Derivação Numérica 

 
A derivada em um ponto x0 de uma função y=f(x) representa a taxa de variação 

instantânea de y em relação a x neste ponto x0 e pode ser denotada como f’(x0). Graficamente, 

a derivada é interpretada como o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f(x) em um 

ponto x0. 
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Figura: Função f(x) e reta tangente a ela. Fonte: 

http://www.if.ufrj.br/~tkodama/Fisica_I/expansaotaylor.pdf. 

 

 Chamando (x-x0) de “h”, ou seja, uma variação em torno de x, são obtidas 3 

possibilidades para o cálculo numérico aproximado do valor da derivada da função num ponto 

xi (chamado Método das Diferenças Finitas): 

 

 DIFERENÇA ASCENDENTE ou avançada (1ª ORDEM) 

 DIFERENÇA DESCENDENTE ou atrasada (1ª ORDEM) 

 DIFERENÇA CENTRAL ou centrada (2ª ORDEM - MAIS EXATA) 

 

 Segundo Quadros e Bortoli (2009), para as diferenças ascendente e descendente, o erro 

é da ordem de h. Para a diferença central, o erro é da ordem de h
2
. 

Sendo assim, o que se faz é, dada uma função f(x) e a necessidade de encontrar f’(x) 

num ponto x, criar uma tabela com 3 pontos, sendo o ponto central igual (x,f(x)), o ponto à 

esquerda igual a (x-h,f(x-h)) e o ponto à esquerda igual a (x+h,f(x+h)), escolhendo um h 

pequeno, e aplicar as funções anteriores. 

A partir das diferenças centrais, Quadros e Bortoli (2009) apresentam a expressão 

numérica para o cálculo da derivada a segunda: 

 

 
 

 

2.10. Aproximação Polinomial 

 

Ao contrário da interpolação, na qual todos os pontos têm que estar sobre a função 

interpoladora, há casos em que se precisa aproximar os dados por meio de uma função mais 

simples, mesmo que os dados não façam parte da função agora aproximadora.   

As funções aproximadoras permitem extrapolar dados, ou seja, encontrar dados que 

aconteceriam caso a função seguisse uma tendência. A extrapolação tenta estimar os valores 

fora do domínio de pontos conhecidos, a partir da função aproximadora.  
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 Pode-se usar uma função de ajuste do tipo polinomial: 

 

 

 

 Na função g(x), as funções i(x) devem ser preestabelecidas, de acordo com a 

aproximação que se quer chegar. 

Chamando M a função dos erros mínimos quadrados, podemos escrever: 

 

 

 

 

 O Método dos Mínimos Quadrados deverá determinar os valores dos coeficientes ai. 

Neste caso, (n+1) é o número de pontos conhecidos, a partir dos quais se encontrará a função 

de ajuste: 
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Aplicando a derivada parcial da função M em relação de cada coeficiente “ ai ” e 

fazendo ajustes, obtém-se um sistema de equações lineares: 
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 Podendo ser escrito na forma: 
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 Resolvendo o sistema e achando todos valores de “ ai ”, é só substituir e encontrar o 

polinômio. 

 

2.11. Aproximação Exponencial 

 

A aproximação de dados por funções especiais como as exponenciais é feita a partir de 

uma linearização dos dados e depois, a partir dessa reta, aplicam-se processos de ajuste linear 

para encontrar a função linear e sua consequente função especial. 

Utilizando um conjunto de dados (x,y), sendo os valores de y maiores ou diferentes de 

zero, de uma função exponencial: 

 

y = a*e
bx 
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 Para linearizar este tipo de função, o que se faz é aplicar o logaritmo em ambos os 

lados: 

 

ln(y) = ln(a*e
bx

) = ln(a)+ln(e
bx

) = ln(a)+bx 

 

 Se fizermos uma mudança de variáveis como abaixo, chegamos uma função z que é 

linear: 

 

z = ln(y) 

a0 = ln(a) 

a1 = b 

 

z = a0 + a1x 

 

 Assim, calculam-se os pontos (z,x) e se faz um ajuste linear para encontrar a0 e a1. 

Lembrando que, no caso, o MMQ linear é aplicado da seguinte maneira: 
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 Achando os valores de “ a0 ” e “ a1 ”, basta fazer  e então substituir na equação 

inicial. 

 

2.12. Aproximação Potencial 

 

A aproximação de dados por funções especiais como as potenciaisé feita a partir de uma 

linearização dos dados e depois, a partir dessa reta, aplicam-se processos de ajuste linear para 

encontrar a função linear e sua consequente função especial. 

Utilizando um conjunto de dados (x,y), sendo os valores de “x” e“y” maiores ou 

diferentes de zero, de uma função potencial: 

 

y = a*x
b 

 

 Para linearizar este tipo de função, o que se faz é aplicar o logaritmo em ambos os 

lados: 

 

ln(y) = ln(a*x
b
) = ln(a)+ln(x

b
) = ln(a)+bln(x) 

 

 Se fizermos uma mudança de variáveis como abaixo, chegamos uma função z que é 

linear: 

 

z = ln(y) 

k = ln(x) 

a0 = ln(a) 

a1 = b 
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z = a0 + a1k 

 

 Assim, calculam-se os pontos (z,k) e se faz um ajuste linear para encontrar a0 e a1. 

Lembrando que, no caso, o MMQ linear é aplicado da seguinte maneira: 
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 Achando os valores de “ a0 ” e “ a1 ”, basta fazer  e  e então substituir na 

equação inicial. 

 

2.13. Método de Euler para Solução de PVI’s De Ordem 1 

Considere o seguinte esquema para a resolução de Problema de valor inicial (PVI) de ordem 1: 

 
 

Conforme Ruggiero (1996), o Método de Euler baseia-se em expansões em séries de 

Taylor de 1ª ordem (menos precisas). O que se faz é calcular o valor da função em um 

intervalo de pontos, que satisfazem à Equação diferencial ordinária(EDO) e ao PVI. 

 Se considerarmos um intervalo pequeno xi+1-xi e lembrando que f’(x)=f(x,y): 

y(xi+1) = y(xi)+h.f(xi,y(xi))  (Taylor de 1ª ordem: desconsiderados f”  pra frente) 

 

 Em outra notação: 

 
 

 Assim, o método de Euler é uma sucessão de “n” intervalos de x e, quanto menor o 

intervalo h, melhor é a aproximação. Assim, note que, quanto menor o intervalo, mais pontos 

de f(x) você terá e esses pontos terão melhor aproximação em relação ao valor analítico. O 

número de intervalos será dado por: 

n = (xn – x0) / h 

 

 

2.14. Método de Runge-Kutta de 2ª ordem para o cálculo de 

PVI’S de ordem 1’ 

 

 Podem ser deduzidas fórmulas de Euler usando as expansões de Taylor de 2ª ordem, 3ª 

e assim por diante. Porém, tais fórmulas necessitam do cálculo das derivadas sucessivas de 

f(xi,yi). Buscando evitar isso, surgem as fórmulas de Runge-Kutta. No caso de Runge-Kutta 

de 2ª ordem, depois dos tratamentos matemáticos, o PVI geral fica: 

 



13 

 

 

 

2.15. Método das diferenças finitas para a resolução de PVC’S 

de Ordem 2 

 

 Um Problema de valor de contorno (PVC) de ordem 2 generalizado pelo seguinte: 

 

 
 

 Conforme Ruggiero (1996), a idéia básica do Método das Diferenças Finitas é 

transformar o problema de resolver uma equação diferencial num problema de resolver um 

sistema de equações algébricas, usando para isto aproximações das derivadas que aparecem 

na equação, por diferenças finitas. 

 Então, o problema passa a ser a resolução do seguinte sistema linear (de 1 a n-1 

porque y0 e yn são conhecidos): 
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 O sistema é possível de ser resolvido porque podemos aproximar as derivadas de y 

conhecendo-se y em alguns pontos. Relembrando, as aproximações mais usadas para a 

primeira e segunda derivadas em xi são obtidas a partir da diferença central, relembrando o 

item 10.1 e na notação de Ruggiero (1996): 
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 Para a primeira linha: 
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Como y0 é conhecido: 
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 Para a linha 2: 
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 Semelhantemente, para a linha n-2: 

 

)(]2/)(/1[)](/2[]2/)(/1[
22

2

12

2

22

2

3 


nnnnnnn
xfhxPhyxQhyhxPhy

 

 Semelhantemente, para a linha n-1: 
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Como yn é conhecido: 

]2/)(/1[)()](/2[]2/)(/1[
1

2

11

2

11

2

2
hxPhyxfxQhyhxPhy

nnnnnnn 
  

 

 Sendo assim, o problema se resume a resolver o seguinte sistema linear: 
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CAPÍTULO 3 

 

RESULTADOS 

 

Na página do NEV na internet já se encontram os programas publicados. O acesso é 

em http://vtp.ifsp.edu.br/nev/, como apresentado na Fig. 1 a seguir. Escolhido qual programa 

acessar, é preciso clicar no link para que abra a interface do programa: 

 

http://vtp.ifsp.edu.br/nev/


16 

 

 

Figura 1: Links de acesso para os programas, na página do NEV. 
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3.1 Sistemas Lineares por Fatoração LU 

 

A página para Sistemas Lineares por Fatoração LU apresenta-se como a Fig. 2 a 

seguir. 

 

 

Figura 2: Página para Sistemas Lineares por Fatoração LU. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar o sistema na própria página, a 

partir da ordem digitada (botão “GERAR”), e digitar os valores (Fig. 3 a seguir) de cada 

elemento ou criar um arquivo TXT, seguindo o padrão apresentado ao se clicar no botão 

“EXEMPLO de TXT” (Fig. 4 a seguir).  

 

 

Figura 3: Exemplo de sistema gerado com ordem 3, cujos valores têm que ser digitados 



18 

 

 

 

Figura 4:Exemplo de arquivo TXT que pode ser lido pela página. 

 

Depois de ler ou digitar o sistema, clica-se no botão “CALCULAR” (veja Fig. 3 

anterior), aparecendo os sistemas triangulares equivalentes e a solução final. A Fig. 5 a seguir 

apresenta um exemplo para um sistema de ordem 3. 

 

 

Figura 5: Exemplo da resolução de um sistema de ordem 3. 
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Por fim, como principal característica da página criada, pode-se gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório” ao fim da página, conforme a Fig. 5 anterior. O relatório 

é em PDF e contém a resolução detalhada. A figura a seguir (Fig. 6) mostra o relatório para a 

matriz exemplificada na Fig. 3. 
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Figura 6: Relatório em PDF gerado com o exemplo dos dados da Fig. 5. 
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3.2 Sistemas Lineares Via Gauss-Jacobi 

 

A página para Sistemas Lineares por Gauss-Jacobi apresenta-se como a Fig. 7 a 

seguir. 

 

 

Figura 7: Página para Sistemas Lineares por Gauss- Jacobi. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar o sistema na própria página, a 

partir da ordem digitada (botão “GERAR”), e digitar os valores (Fig. 8 a seguir) de cada 

elemento ou criar um arquivo TXT, seguindo o padrão apresentado ao se clicar no botão 

“EXEMPLO de TXT” (Fig. 9 a seguir).  

 

 

Figura 8: Exemplo de sistema gerado com ordem 3, cujos valores têm que ser digitados. 
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Figura 9: Exemplo de arquivo TXT que pode ser lido pela página. 

 

Depois de ler ou digitar o sistema, clica-se no botão “CALCULAR” (veja Fig. 

8anterior), aparecendo uma tabela com os resultados de cada iteração. A Fig. 10 a seguir 

apresenta um exemplo para um sistema de ordem 3. 

 

 

Figura 10: Exemplo da resolução por Gauss-Jacobi de um sistema de ordem 3. 

 

Por fim, como principal característica da página criada, pode-se gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório” ao fim da página, conforme a Fig. 10 anterior. O relatório 

é em PDF e contém a resolução detalhada. A figura a seguir (Fig. 11) mostra o relatório para a 

matriz exemplificada na Fig. 8. 
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Figura 11: Relatório em PDF gerado com o exemplo dos dados da Fig. 10. 

 



32 

 

 

3.3 Sistemas Lineares Via Gauss-Seidel 

 

A página para Sistemas Lineares por Gauss-Seidel apresenta-se como a Fig. 12 a 

seguir. 

 

 

Figura 12: Página para Sistemas Lineares por Gauss- Jacobi. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar o sistema na própria página, a 

partir da ordem digitada (botão “GERAR”), e digitar os valores (Fig. 13 a seguir) de cada 

elemento ou criar um arquivo TXT, seguindo o padrão apresentado ao se clicar no botão 

“EXEMPLO de TXT” (Fig. 14 a seguir).  



33 

 

 

 

Figura 13: Exemplo de sistema gerado com ordem 3, cujos valores têm que ser digitados. 

 

 

Figura 14: Exemplo de arquivo TXT que pode ser lido pela página. 

 

Depois de ler ou digitar o sistema, clica-se no botão “CALCULAR” (veja Fig. 

13anterior), aparecendo uma tabela com os resultados de cada iteração. A Fig. 15 a seguir 

apresenta o mesmo exemplo apresentado pelo método de Gauss-Jacobi, um sistema de ordem 

3. 
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Figura 15: Exemplo da resolução por Gauss-Jacobi de um sistema de ordem 3. 

 

Por fim, como principal característica da página criada, pode-se gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório” ao fim da página, conforme a Fig. 15 anterior. O relatório 

é em PDF e contém a resolução detalhada. A figura a seguir (Fig. 16) mostra o relatório para a 

matriz exemplificada na Fig. 13. 
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Figura 16: Relatório em PDF gerado com o exemplo dos dados da Fig. 15. 
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3.4 Interpolação Polinomial 

 

A página para fazer interpolação polinomial de dados apresenta-se como a Fig.17 a 

seguir. 

 

 

Figura 17: Página para Interpolação Polinomial. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria 

página, a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os 

valores (Fig. 18 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo 

o padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 19 a seguir). 

 

 

Figura 18: Tabela de pontos digitada na página. 
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Figura 19:Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, 

mostrado na Fig. 18 anterior, e irá aparecer o polinômio formado e o gráfico gerado a partir 

dos pontos apresentados. A Fig. 20 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 4 pontos da 

Fig. 18. 

 

 

Figura 20:Polinômio formado e a Interpretação gráfica – Resultado Final. 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 20 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 21, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 18. 
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Figura 21: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 18. 

 

Nota-se, no relatório da Fig. 21 anterior, que é necessário resolver um sistema linear 

para encontrar o polinômio interpolador. Como o objetivo deste programa é mostrar o passo-
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a-passo da obtenção do polinômio a partir de uma tabela de dados e não necessariamente 

como se resolve um sistema linear, estes cálculos são aqui ocultos. Porém, caso o usuário 

tenha interesse, é gerado o arquivo txt com os dados do sistema linear a ser resolvido, sendo 

que outra página de internet já publicada criada por pesquisadores deste grupo 

(http://vtp.ifsp.edu.br/nev/) é capaz de ler este arquivo e resolver o sistema via Método de 

Gauss, mostrando todos os cálculos. 

 

3.5. Interpolação por Lagrange 

 

A página para fazer Interpolação Polinomial por Lagrangeapresenta-se como a Fig.22 

a seguir. 

 

 

Figura 22: Página para Interpolação Polinomial por Lagrange. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria 

página, a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os 

valores (Fig. 23 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo 

o padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 24 a seguir). 

 

http://vtp.ifsp.edu.br/nev/
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Figura 23: Tabela de pontos digitada na página. 

 

 

Figura 24:Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, 

mostrado na Fig. 23 anterior, e irá aparecer o resultado do P(xb), uma vez que com esse 

método computacionalmente é difícil encontrar o polinômio e o gráfico gerado a partir dos 

pontos apresentados. A Fig. 25 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 4 pontos da Fig. 

23. 
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Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 25 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 26, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 23. 

 

Figura 25: Valor do polinômio no ponto xb e a Interpretação gráfica – Resultado Final. 
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Figura 26: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 23. 

 

 



50 

 

3.6. Interpolação pela Forma de Newton 

 

A página para fazer Interpolação Polinomial pela Forma de Newton apresenta-se como 

a Fig.27 a seguir. 

 

 

Figura 27: Página para Interpolação Polinomialpela Forma de Newton. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria 

página, a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os 

valores (Fig. 28 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo 

o padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 29 a seguir). 

 

 

Figura 28: Tabela de pontos digitada na página. 
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Figura 29: Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, 

mostrado na Fig. 28 anterior, e irá aparecer o resultado do P(xb), uma vez que com esse 

método computacionalmente é difícil encontrar o polinômio e o gráfico gerado a partir dos 

pontos apresentados. A Fig. 25 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 

28. 

 

 

 

Figura 30: Valor do polinômio no ponto xb e a Interpretação gráfica – Resultado Final. 
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Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 30 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 31, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 28. 
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Figura 31: Relatório gerado em PDF parao exemplo apresentado na Fig. 28. 
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3.7. Integração pela Regra dos Trapézios 

 

3.7.1. Pela Função 

A página para fazer Integração pela Regra do Trapézio a partir de uma função apresenta-

se como a Fig.32 a seguir. 

 

 

Figura 32: Página para Integração pela Regra do Trapézio a partir de uma função. 

 

Para iniciar os cálculos é preciso escrever a função, por meio do botão “AJUDA”, é 

possível visualizar as principais funções matemáticas na linguagem Javascript, como esta 

deverá ser escrita (Fig. 33 abaixo). O botão “TESTAR f em x=” é para testar se a função foi 

digitada corretamente na linguagem Javascript. Depois de digitado a função, escolhido o 

intervalo de integração e o número de intervalos, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado 

na Fig. 32 anterior, e irá aparecer o resultado da integral e o gráfico gerado a partir da função. 

A Fig. 34 a seguir apresenta um exemplo da Fig. 32. 
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Figura 33: Funções matemáticas na linguagem Javascript. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 34 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 35, mostra o 

relatório para o exemplo da Fig. 32. 

Figura 34: Valor da Integral e a Interpretação gráfica – Resultado Final. 
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Figura 35: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 32. 
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3.7.2. Pela Tabela de Pontos 

A página para fazer Integração pela Regra do Trapézio a partir de uma tabela de pontos 

apresenta-se como a Fig.36 a seguir. 

 

 

Figura 36: Página para Integração pela Regra do Trapézioa partir de uma tabela de pontos. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria página, 

a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os valores 

(Fig. 37 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o 

padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 38 a seguir). 
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Figura 37: Tabela de pontos digitada na página. 

 

 

Figura 38: Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado na 

Fig. 37 anterior, e irá aparecer o resultado da integral e o gráfico dos pontos gerado. A Fig. 39 

a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 37. 
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Figura 39: Valor da Integral da função e a Interpretação gráfica – Resultado Final. 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 39 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 40, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 37. 
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Figura 40: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 37. 
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3.8. Integração pela Fórmula de Simpson 

 

3.8.1. Pela Função 

 

A página para fazer Integração pela Fórmula de Simpson a partir de uma função 

apresenta-se como a Fig.41 a seguir. 

 

 

Figura 41: Página para Integração pela Fórmula de Simpson a partir de uma função. 

 

Para iniciar os cálculos é preciso escrever a função, por meio do botão “AJUDA”, é 

possível visualizar as principais funções matemáticas na linguagem Javascript, como esta 

deverá ser escrita (Fig. 42 abaixo). O botão “TESTAR f em x=” é para testar se a função foi 

digitada corretamente na linguagem Javascript. Depois de digitado a função, escolhido o 

intervalo de integração e o número de intervalos, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado 

na Fig. 41 anterior, e irá aparecer o resultado da integral e o gráfico gerado a partir da função. 

A Fig. 43 a seguir apresenta um exemplo da Fig. 41. 
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Figura 42: Funções matemáticas na linguagem Javascript. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 43: Valor da Integral e a Interpretação gráfica – Resultado Final. 
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Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 43 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 44, mostra o 

relatório para o exemplo da Fig. 41. 
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Figura 44: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 41. 
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3.8.2. Pela Tabela de Pontos 

 

A página para fazer Integração pela Formula de Simpson a partir de uma tabela de pontos 

apresenta-se como a Fig.45 a seguir. 

 

 

Figura 45: Página para Integração pela Formula de Simpson a partir de uma tabela de 

pontos. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria página, 

a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os valores 

(Fig. 46 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o 

padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 47 a seguir). 

 

 

Figura 46: Tabela de pontos digitada na página. 



79 

 

 

 

Figura 47: Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado na 

Fig. 46 anterior, e irá aparecer o resultado da integral e o gráfico dos pontos gerado. A Fig. 48 

a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 46. 

 

 

 

Figura 48: Valor da Integral da função e a Interpretação gráfica – Resultado Final. 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 48 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 49, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 46. 
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Figura 49: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 46. 
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3.9. Derivação Numérica 

 

3.9.1. Pela Função 

 

A página paraDerivação Numérica a partir de uma função apresenta-se como a Fig.50 a 

seguir. 

 

 

Figura 50: Página para Derivação Numérica a partir de uma função. 

 

Para iniciar os cálculos é preciso escrever a função, por meio do botão “AJUDA”, é 

possível visualizar as principais funções matemáticas na linguagem Javascript, como esta 

deverá ser escrita (Fig. 51 abaixo). O botão “TESTAR f em x=” é para testar se a função foi 

digitada corretamente na linguagem Javascript. Depois de digitado a função, o “xb” e o 

intervalo entre os x, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado na Fig. 50 anterior, e irá 

aparecer os resultados das derivadas. A Fig. 52 a seguir apresenta um exemplo da Fig. 50. 
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Figura 51: Funções matemáticas na linguagem Javascript. 

 

 

 

 

 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 52 

anterior. O relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve 

explicação teórica e o algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a 

seguir, Fig. 53, mostra o relatório para o exemplo da Fig. 50. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 52: Valores das Derivadas – Resultado Final. 
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Figura 53: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 50. 
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3.9.2. Pela Tabela de Pontos 

 

A página para Derivação Numérica a partir de uma tabela de pontos apresenta-se como a 

Fig.54 a seguir. 

 

 

Figura 54: Página para Derivação Numérica a partir de uma tabela de pontos. 

 

Para iniciar os cálculos, clica-se no botão “GERAR”, e digite os valores (Fig. 55 a seguir) 

de cada coordenada dos pontos. 

 

 

Figura 55: Tabela de pontos digitada na página. 

 

Depois de digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado na Fig. 

55 anterior, e irá aparecer os resultados das derivadas. A Fig. 56 a seguir apresenta um 

exemplo da tabela da Fig. 55. 
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Figura 56: Valores das Derivadas – Resultado Final. 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 56 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 57, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 55. 
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Figura 57: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 55. 
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3.10. Aproximação Polinomial 

 

A página para Aproximação Polinomialapresenta-se como a Fig.58 a seguir. 

 

 

Figura 58: Página para Aproximação Polinomial. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria página, 

a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os valores 

(Fig. 59 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o 

padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 60 a seguir). 

 

 

Figura 59: Tabela de pontos digitada na página. 
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Figura 60: Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado na 

Fig. 59 anterior, e irá aparecer o polinômio, o gráfico com os pontos gerado e a função 

aproximadora. A Fig. 61 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 59. 

 

 

Figura 61: Polinômio, o gráfico com os pontos e a função aproximadora– Resultado Final. 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 61 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 62, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 60. 
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Figura 62: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 60. 
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3.11. Aproximação Exponencial 

 

A página para Aproximação Exponencialapresenta-se como a Fig.63a seguir. 

 

 

Figura 63: Página para AproximaçãoExponencial. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria página, 

a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os valores 

(Fig. 64 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o 

padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 65 a seguir). 

 

 

Figura 64: Tabela de pontos digitada na página. 
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Figura 65: Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos, clica-se no botão “CALCULAR”, mostrado na 

Fig. 54 anterior, e irá aparecer o polinômio, o gráfico com os pontos gerado e a função 

aproximadora. A Fig. 66 a seguir apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 64. 

 

 

Figura 66: Polinômio, o gráfico com os pontos e a função aproximadora – Resultado 

Final. 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 66 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 67, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 64. 
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Figura 67: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 64. 
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3.12. Aproximação Potencial 

 

A página para Aproximação Potencialapresenta-se como a Fig.68a seguir. 

 

 

Figura 68: Página para Aproximação Potencial. 

 

Para iniciar os cálculos, tem-se duas opções: ou gerar a tabela de dados na própria página, 

a partir do número de pontos escolhido, clicando no botão “GERAR”, e digitar os valores 

(Fig. 69 a seguir) de cada coordenada dos pontos, ou criar um arquivo TXT, seguindo o 

padrão apresentado ao se clicar no botão “EXEMPLO de TXT” (Fig. 70 a seguir). 

 

 

Figura 69: Tabela de pontos digitada na página. 
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Figura 70: Exemplo de TXT 

 

Depois de ler ou digitar a tabela de pontos deve se escolher o grau do polinômio, e 

depoisclica-se no botão “CALCULAR”, mostrado na Fig. 69 anterior, e irá aparecer o 

polinômio, o gráfico com os pontos gerado e a função aproximadora. A Fig. 71 a seguir 

apresenta um exemplo da tabela com 3 pontos da Fig. 69. 

 

 

Figura 71: Polinômio, o gráfico com os pontos e a função aproximadora – Resultado 

Final. 

 

Por fim, como principal objetivo para a criação da página, é possível gerar o relatório, 

clicando no botão “Gerar Relatório”, depois do resultado final, conforme a Fig. 71 anterior. O 

relatório é em PDF e contém a resolução detalhada, além de uma breve explicação teórica e o 

algoritmo principal para o estudo de cálculo numérico. A figura a seguir, Fig. 72, mostra o 

relatório para os pontos exemplificados na Fig. 70. 
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Figura 72: Relatório gerado em PDF para o exemplo apresentado na Fig. 70. 
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Os programas para o Método de Euler para Solução de PVI’s de Ordem 1, para o 

Método de Runge-Kutta para o cálculo de PVI’S de ordem 1 e para Método das diferenças 

finitas para a resolução de PVC’S de segunda ordemestão também postados na página no 

NEV. 
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CAPÍTULO 4 

 

CONCLUSÕES 

 

O relatório PDF detalhando os passos da resolução contribui significativamente para o 

estudo de cada método. O meio on-line foi escolhido para propiciar praticidade e ausência de 

custos aos estudantes e profissionais. Cabe ressaltar que este projeto faz parte de um grupo de 

pesquisa do CNPq e possui outras páginas com programas na área de Cálculo Numérico e 

Engenharia Civil (acesse o NEV: http://vtp.ifsp.edu.br/nev/). 
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